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Introducéao: por que Fisica?

Estudos, realizados pelos Conselhos de Engenharia, mostram que o
Brasil perde US$ 15 bilhdes por ano com falhas de projetos, somente
contabilizando o setor publico, atribuidas a ma formacdo basica dos
profissionais. As oportunidades de crescimento futuro do pais dependem
criticamente da disponibilidade de engenheiros qualificados para inovar e
resolver problemas de interesse estratégico. Da préxima geracdo de
engenheiros ndo se espera que sejam apenas usuarios treinados para aplicar
solugdes prontas, mas criadores de solugbes nos novos cenarios econémicos
e tecnoldgicos. Cabe a USP, a maior universidade do pais, a responsabilidade
de forma-los com as mais altas qualificagdes, os quais, no futuro, assumirédo a

lideranga nos setores produtivos de base tecnolégica no Brasil.

As Ciéncias Exatas, abrangendo Fisica, Matematica e Quimica,
constituem o fundamento dos processos, técnicas e linguagem da Engenharia.
Assuntos, como, por exemplo, materiais inteligentes, modelos computacionais
ou sensoriamento, fazem com que a fronteira entre Ciéncias e Engenharias
seja cada vez mais difusa. O profissional que nao possui uma base de
conhecimento sdlida nessas disciplinas, diminui drasticamente suas chances
de compreender os problemas de sua area de atuagao e de se comunicar com
outros especialistas. Consequentemente, sua capacidade de resolver desafios
tecnolégicos e inovar fica limitada. Nesse aspecto, o IFSC busca fazer uma

contribuicdo decisiva logo no inicio desse processo de formacao.
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O Laboratorio de Fisica Il

Os Laboratérios de Fisica ttm uma missao diferente das disciplinas
tedricas. Em primeiro lugar, oferecem a oportunidade de revisar e consolidar
conceitos fundamentais de Fisica, fazendo a transposicao a situacdes praticas
concretas. Em segundo lugar, procuram desenvolver a capacidade de planejar
e executar medigoes, processar os dados quantitativamente e apresentar os
resultados de acordo com os padroes da comunidade técnica e cientifica. No
entanto, sua missao mais importante consiste em desenvolver a
capacidade de andlise critica desses resultados, para discutir o seu
significado, sua validade e extrair conclusées logicamente
fundamentadas. Esse quesito requer a maior atencao do estudante, pois

tera o maior peso na avaliagao.

A apostila tem a finalidade de apresentar os objetivos e métodos dos
experimentos propostos, que deverdao ser compreendidos antes de realizar a
aula pratica. A introdugao tedrica é apenas um guia para revisar sumariamente
os conceitos fisicos, imprescindiveis para entender a pratica. Para uma
discussdo mais aprofundada, na secao de Bibliografia sdo indicados livros de
referéncia. As secdes de descricdo da montagem experimental e dos
procedimentos auxiliam na compreensado do experimento antes e durante a
aula pratica. As questbes propostas tém a finalidade de chamar a atencéao
sobre aspectos fundamentais da pratica, tanto da teoria como da analise dos
resultados e, por isso, o estudante sempre deve tentar responde-las. As caixas
de texto tituladas A Fisica e a Engenharia apresentam exemplos de diferentes
aplicacdes praticas e sua conexdao com os conceitos fisicos discutidos nos

experimentos realizados no laboratério. Finalmente, o fator mais importante,

17
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para garantir o aproveitamento da aula pratica, é a interagdo com o professor,

os técnicos e os colegas. Sempre discuta suas duvidas com eles!

18
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Dicas para a confecg¢ao dos relatorios

Apresentaremos, a seguir, algumas sugestdes de como o relatorio, de um

dado experimento, devera ser elaborado. Lembre-se de que sua elaboracao

devera ser pensada para que qualquer pessoa, com conhecimentos basicos de

Fisica, possa entender seu conteido sem ter de recorrer a outras fontes de

informacao.

a)

b)

d)

O relatdrio deve ser escrito em folha de papel almago;

Indique, inicialmente, o(s) nome(s) do(s) aluno(s) que estao elaborando
o relatério, a data de sua realizagao e o titulo do experimento de acordo

com a apostila;

OBJETIVO(S): Descreva, de maneira clara e sucinta, o(s) objetivo(s)
que deverdo ser alcancados durante a realizacdo do referido

experimento;

MATERIAIS E METODOS: Descreva quais materiais e aparelhos foram
utilizados durante a realizacdo do experimento e como os dados
experimentais foram obtidos. Essas informagdes devem permitir a
qualquer outra pessoa repetir suas medidas sem que seja necessaria

sua participagao ou a consulta a apostila.

RESULTADOS E DISCUSSAO: Apresente seus resultados de forma
ordenada por meio de tabelas, graficos etc. Descreva os itens
apresentados na apostila e, em seguida, os resultados. Quando
necessario, coloque equacodes no relatorio e os dados utilizados nelas.

DISCUTA seus resultados em fungcdo de outros, obtidos no mesmo

19
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experimento, ou de valores disponiveis em tabela ou de valores
esperados.

f) CONCLUSOES: Aqui deve ser apresentada uma conclus&o geral do
relatério: se os resultados obtidos estdo de uma maneira geral,
proximos ao esperado ou, se nao, quais foram as causas desse
desacordo. Faca uma analise do conhecimento adquirido pelo grupo

durante a realizacdo do experimento.

A forma de organizar o relatério nao é rigida. Pode-se dividi-lo em tantas
partes quantas forem necessarias. Se 0 mesmo incluir varias experiéncias

diferentes, é preferivel apresenta-las separadamente para facilitar a leitura.

20
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Pratica 1: Rotagcbes de corpos rigidos e
conservacao do momento angular

1.1 Objetivos

Nesta pratica, sera estudada a conservagcao do momento angular e a
dinamica de rotagdes de corpos rigidos. Sera determinado, experimentalmente,
o momento de inércia de uma pega com simetria cilindrica (roda de Maxwell) e

sera analisada a dinamica de colisdes rotacionais plasticas.

1.2 Introdugao

Em Mecéanica, se define como corpo rigido um sistema de massas cujas
distancias entre as mesmas s&o mantidas fixas durante o movimento. Os
corpos rigidos de interesse pratico sao, geralmente, extensos e formados por
uma distribuicdo continua de massa. O movimento de corpos rigidos extensos
€ mais complicado que o movimento de uma massa pontual, pois além do
movimento de translacdo, pode existir rotacdo ao redor de um ou mais eixos.
A dindmica de ambos os tipos de movimento pode ser claramente separada

Nnos corpos rigidos.

1.2.1 Movimento de translagao: quantidade de movimento

O movimento de translagcao do corpo rigido, de massa M, ¢é
completamente descrito fornecendo as coordenadas e a velocidade do centro

de massa. De fato, pode-se assimilar a dinamica de translagao do corpo como

21
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se toda a massa M estivesse concentrada no centro de massa. A quantidade

de movimento total p do corpo é
p=Mv (1)

em que ¥ é a velocidade do centro de massa. A dindmica da translacdo é dada

pela Segunda Lei de Newton
ext = gp (2)

na qual F,,, é a resultante da somatdria de forgas externas ao corpo. Quando
nao atuam forgas externas, temos conservacao da quantidade de movimento

de translacdo do corpo rigido.

De modo analogo, as energias cinéticas de translagdo e potencial
gravitacional do corpo rigido podem ser avaliadas simplesmente considerando,
respectivamente, a velocidade e a altura H do centro de massa em relagao ao

nivel de referéncia da energia potencial.

M 2
Ecin = =~ Eg = MgH (3)

1.2.2 Movimento de rotagao: momento angular

O corpo rigido pode efetuar, também, rotacdes, existindo energia cinética
e quantidade de movimento puramente associados a esse movimento. A
grandeza que representa a quantidade de movimento rotacional de um corpo
rigido € o momento angular L de rotagdo. Por simplicidade, suporemos que a
rotacdo é realizada ao redor de um eixo passando pelo centro de massa do
corpo, e que o corpo é simétrico ao redor desse eixo. Nessa situagao, o

momento angular resulta em

o~
Il
~
gl

(4)
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no qual w é a velocidade angular e I € o momento de inércia do corpo rigido ao
longo do eixo de rotacdo. O momento de inércia é obtido através da soma dos
produtos entre os fragmentos elementares de massa ém; e o quadrado de sua
distancia ao longo do eixo de rotacao dl-z, como indicado na figura 1.1. A soma

deve ser feita ao longo de todo o corpo.

I =Y;d;ém; (9)

Figura 1.1 - Esquema de um corpo rigido em rotagdo em torno de um eixo passando
pelo centro de massa (CM). d: distancia entre um elemento de massa e o
eixo de rotacdo. Observe a relacao entre o sentido da rotacéo e o sentido
dos vetores velocidade angular e momento angular (‘regra da méao

direita”).
L
© Eixo de
rotacdo
\\\r—":
|
CM .
_ dm
d b@
|
//‘_H‘i\f\
LiJ\J

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Para um corpo extenso, de volume V e densidade p, a soma em (5) se
expressa como uma integral ao longo dos elementos infinitesimais de volume

commassa dm=p dV .

I= [, d?*pav (6)

23
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No Apéndice estdo mostrados os valores calculados de I para alguns
corpos homogéneos (p constante) de geometrias simples em rotagao ao redor

de eixos de simetria, como aqueles que serdo analisados na pratica.

A Fisica e a Engenharia Aerondutica: helicopteros coaxiais

Nos helicépteros convencionais, 0 motor exerce um torque sobre o conjunto do rotor, criando um
momento angular. Reciprocamente, pela terceira Lei de Newton, o rotor exerce forgas de reagio sobre o
motor, transmitindo, assim, um torque sobre o resto do helicoptero. Quando a aeronave esta em voo, nao
ha agentes externos capazes de compensar esse torque e, o corpo do helicéptero, tenderia a girar com
momento angular oposto a0 do rotor. B para suprimir esse movimento que existe o rotor estabilizador de
cauda, o qual cria um torque adicional sobre a fuselagem do helicéptero, a fim de manté-lo estavel.

»  Se o rotor principal gira em sentido anti-horario (visto de cima), em que sentido deve girar o rotor
estabilizador? Como sua resposta depende do angulo de ataque das asas do estabilizador?

» O rotor estabilizador mantém sempre a mesma velocidade angular durante o voo?
> O comprimento da cauda influencia no regime de rotagio do estabilizador?

Os helicipteros coaxiais oferecem outra solugdo para compensar a tendéncia a rotagao da fuselagem: dois
conjuntos de rotores idénticos com velocidades angulares opostas. Dessa forma, o momento angular dos
rotores é mutuamente cancelado, dispensando o uso de rotor de cauda. Uma vantagem desse desenho é a
eliminacdo da assimetria de sustentacao; as velocidades das pas do rotor a esquerda e a direita da aeronave sio
diferentes com referéncia ao ar, o que causam forgas de sustentacio diferentes a esquerda e a direita da
aeronave.

Questado: Qual é a diferenca de momento de inércia entre um disco fino de

massa M e um cilindro longo de mesma massa?

Questao: Por que, de acordo com o Apéndice, um cilindro oco tem maior

momento de inércia que um cilindro macigo de mesma massa e mesmo raio?

A equacgao que determina a dindmica da rotagdo € uma consequéncia da

Segunda Lei de Newton e resulta em

dL
?ext =i (7)
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na qual 7,,; & o torque resultante de cada forga externa atuando sobre o corpo.
Text = 2iTi X Fexti (8)

Nessa expressao, 7; é o vetor indicando o ponto de aplicagédo da forgca
ﬁexti sobre o corpo, medido em relagéo ao centro de massa. Quando o torque

externo total € nulo, temos conservagdo do momento angular de rotagdo do

corpo rigido.

Questao: Pode existir uma forga externa atuando sobre o corpo e ndo haver

torque? Pode ter torque externo sem forga?

Questao: Pode ocorrer que uma componente do momento angular se conserve

e as outras ndo?

Questao: A forga gravitacional atuando sobre um corpo rigido causa um

torque?

Questao: A Terra possui momento angular de rotagdo? Ele se conserva? Qual

€ a consequéncia mais importante desse fenbmeno?

A energia cinética, associada a rotagdo do corpo rigido, é dada pela

expressao
Tw?

Eror = e (9)

que é formalmente analoga a expressao da energia cinética de translagéo.
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A Fisica e as Engenharias Mecatrénica, Aerondutica e Civil: biussolas giroscopicas

Em sistemas de navegagdo auténomos, utilizados em pilotos automaticos de navios, avides, foguetes
ou em robdtica, é necessaria uma orientagao de referéncia. As bissolas magnéticas ou magnetémetros nao
sao aceitaveis para essas aplicagoes devido a distor¢do do campo magnético da Terra pelas estruturas
metilicas e a distribui¢do geografica ndo regular das linhas de campo. A orientagio magnética é, também,
inacessivel nos casos de navegagao e estabilizagio aeroespacial, submarina, projetos de escavacio em obras
de engenharia civil e mineragio ou em prospecgio petrolifera. Uma alternativa é o uso de sistemas com
giroscopios, nos quais o momento angular de uma peca girante define uma diregio fixa no espago,
independente da orientacido da plataforma, desde que seja minimizado o efeito dos torques externos. A
bussola giroscopica, utilizada em navios e acronaves, é capaz de indicar a dire¢ao da velocidade angular da
Terra e, portanto, do norte geogrifico verdadeiro. Esses sistemas possuem motores elétricos e
setvomecanismos para compensar os efeitos do atrito nos rolamentos de suporte.

Outra funcio dos giroscopios ¢ indicar o estado de movimento rotacional de uma plataforma de
navegacio (aeronave, satélite ou foguete). Quando um giroscopio ¢ rotado, existem torques exercidos sobre
os suportes, que podem ser medidos e convertidos em sinais elétricos proporcionais a velocidade de rotacao
da plataforma. Um conjunto de trés giroscopios, com momentos angulares mutuamente perpendiculares, é
suficiente para determinar completamente o movimento de rotagio de um sistema.

Além da navegagio direcional, os gitoscopios também sido usados em outros dois instrumentos de
navegacio aerondutica: o hotizonte artificial e o indicador de giro (que fornece a dire¢éo e a intensidade da
aceleragio durante o giro da aeronave, mostrado na figura).

sentido de giro do suporte
giroscopio
sentido de rotagio

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Atualmente, para determinar o movimento de rotagao de uma plataforma, os giroscopios mecanicos
foram substituidos pelos giroscopios 6pticos, baseados na interferéncia de ondas de luz, e pelos giroscopios
piezelétricos de quartzo. Nesses ultimos, os bracos de um diapasao de quartzo, com forma de “H”, sao
forcados a vibrar através da aplicagdo de um potencial elétrico oscilante na frequéncia de ressondncia da
peca. Quando existe um movimento de rotagio ao redor do eixo do diapasio com frequéncia Q, a forca de
Coriolis perturba a oscilagdo ressonante, causando uma segunda oscilagio perpendicular dos bragos. O sinal
piezelétrico, associado a esse movimento, ¢ detectado nos bragos inferiores do diapasio e permite
determinar Q.
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1.2.3 Determinagado experimental do momento de inércia de um
disco (Roda de Maxwell)

Nesta pratica, o0 momento de inércia de uma pec¢a cilindrica complexa
sera medido experimentalmente utilizando o dispositivo conhecido como roda
de Maxwell. O sistema, mostrado na figura 1.2, € composto de um disco de raio
R, sustentado por um eixo cilindrico de raio r, tendo o conjunto massa m e
momento de inércia I. O sistema é suspenso por dois fios que permitem o eixo

rodar sobre eles sem deslizar.

Figura 1.2 - Roda de Maxwell. (a) Estado inicial em repouso. (b) Estado para um tempo
ty arbitrario de descida.

Ll Ll

(@) (b)

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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Inicialmente, escolhe-se uma posicdo, a uma altura h, de onde a roda
sera solta, partindo do repouso. Essa configuragdo serd chamada de estado
inicial a e esta mostrada na figura 1.2.a. Subsequentemente, a roda ganhara
velocidades de translagcdo do centro de massa v e de rotacdo w, a medida que
desce rodando pelos fios. O movimento de descida da roda ocorre com
aceleragao constante e pode ser analisado considerando a conservagao da
energia mecanica total. No estado inicial a, a energia total € puramente

potencial gravitacional.
E, = mgh (10)

Em uma posicéao arbitraria b, durante a descida, o sistema possui energia
cinética de translacédo e de rotacdo (figura 1.2.b). Para simplificar, podemos
considerar que a referéncia de energia potencial se encontra na altura do ponto

b, resultando uma energia total
1 2,1, 2
Ep = Smv® + - lw (11)

Se o eixo da roda gira sem escorregar sobre os fios de suspensao, entéo,
as velocidades de translacéo e de rotagao estéo vinculadas pela condigdo de

rodagem.
v
w = ; (12)

Colocando essa condi¢cao na energia E, e, usando a conservagao da

energia para vincular com (10), resulta na condi¢ao:

gh=2(1+-1) (13)

2 mr2

Nessa equagao, a unica incognita de tipo dinédmico € a velocidade v.
Podemos determinar esse parametro utilizando as equagdes para posigao e

velocidade do movimento uniformemente acelerado
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h=%t§ e v=at, (14)

no qual a é a aceleracao do centro de massa e t;, € o tempo gasto para cair
uma distancia h. Combinando as equacgbes (14), obtemos a velocidade do

centro de massa

p=2 (15)

th
Substituindo essa equagao em (13), encontramos o valor do momento de
inércia da roda

I = (Z—If— 1) mr? (16)

Nessa expressido, o momento de inércia € fungao da altura h, do tempo

de descida t;, do raio de giro r sob o barbante e da massa m da roda.

1.2.4 Choques rotacionais

Duas pecas cilindricas, com momentos de inércia I; e I,, giram com
velocidades angulares w; € @, em torno do mesmo eixo de rotagao, sem atrito,
como indicado na figura 1.3.a. Em certo instante, a peca 2 cai sobre a peca 1.
Devido ao atrito entre as superficies das duas pecas, o conjunto passa a girar

a uma velocidade angular comum @, como mostrado na figura 1.3.b.

Considerando que as duas pecas formam um sistema isolado de torques
externos, o momento angular total é constante. Logo, podemos escrever a
equacéao de conservagdao do momento angular na forma

Ilwl + 120)2 = (11 + 12)(1) (17)

Entao, a velocidade angular final adquirida pelo conjunto sera

— 110)1+12w2 (18)
I1+1,
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Figura 1.3 - Choque rotacional entre dois discos girantes: (a) estado inicial, (b) estado
final, apos a colisao.

@ q b) o

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

1.2.5 Exemplos de conservagao do momento angular

Varios sdo os sistemas onde a conservagdo do momento angular pode

ser observada. A seguir, serdo descritos alguns desses exemplos.

1.2.5.1 Roda de bicicleta

Um estudante fica sentado sobre um banco que pode girar livremente em
torno do eixo vertical. Na mao, segura uma roda de bicicleta, cujo eixo é
inicialmente mantido na horizontal, como mostrado na figura 1.4.a. Definimos,
como sistema, o conjunto formado pelo banco giratério, estudante e a roda de
bicicleta. Pode-se considerar que esse sistema esta isolado de torques
externos atuantes na direcéo vertical e, portanto, a componente vertical do
momento angular total do sistema se conserva. A roda gira em torno de seu

eixo com velocidade angular @, mas o estudante e a plataforma estdo em
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repouso. O momento angular inicial total do sistema, na dire¢ao vertical, é nulo.
Em seguida, o estudante inclina o eixo de rotagdo da roda a um angulo ¢, em
relacéo a horizontal, como mostrado na figura 1.4.b. Agora, passa a existir uma
componente de momento angular na diregéo vertical, devido a rotagédo da roda.
O momento angular do sistema é constante na direcéo vertical, e nesse caso
igual a zero. Portanto, deve aparecer outra componente de momento que anule
a componente vertical devido a roda. Assim, o banco deve comecar a girar junto

com a pessoa.

Figura 1.4 - Exemplo de conservagdo do momento angular na direcao vertical.

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Questao: Considerando o sentido de giro da roda, mostrado na figura 1.4.a,

em que sentido deveria rodar a pessoa com o banco na figura 1.4.b?

Questao: Existem forgas externas atuando sobre o sistema (pessoa, banco e
roda)? Por que se considera que nao ha torques atuando na diregéo vertical?

Ha torque em outras dire¢cbes?
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1.2.5.2 Momento de inércia e velocidade angular

Um estudante fica sentado sobre um banco que pode girar livremente em
torno do eixo vertical. Ele segura dois pesos de massas iguais, m, um em cada
mao. Inicialmente, o estudante, com os bracos fechados sobre o torso, é
colocado a girar em torno do eixo vertical com uma velocidade angular @,. O
conjunto banco, estudante e pesos forma um sistema com momento de inércia
em relagdo ao eixo de rotagdo dado por I;. De acordo com a discussao da
secéao anterior, 0 momento angular na diregao vertical € constante. Em seguida,
o estudante estende os bragos alterando o momento de inércia do conjunto
para um novo valor I,, que sera maior que I;. Experimentalmente, observa-se
que o conjunto agora roda com uma nova velocidade angular @,. Como o

momento angular total na vertical deve se conservar, devemos ter a condi¢cao

Lw, = Lw, (19)

Questao: A pessoa roda mais rapido ou mais devagar com o0s bragos

estendidos?

1.3 Parte experimental

A figura 1.2 mostra a montagem da roda de Maxwell para determinar o
momento de inércia da pecga suspensa, usando a equacao (16). O tempo de
descida t;, desde a posicao em repouso, até uma certa altura h, sera registrado

com um crondmetro.

Na figura 1.5 é mostrado o sistema para realizar colis6es rotacionais. A
peca, identificada como 1, € a mesma utilizada no experimento da roda de

Maxwell. A pega pode girar ao redor do eixo vertical e € colocada em rotagao,
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aplicando um torque com um barbante enrolado no extremo superior do eixo.
A peca, identificada como 2, na parte superior, estda em repouso e é segurada
mediante a porca S. Essa pega € um anel de ago com a base inferior coberta
de uma camada de borracha rugosa. Afrouxando a porca S, a pega 2 cai e
colide com a peca 1. As velocidades de rotagao inicial e final sdo medidas com

um tacoémetro com sensor 6ptico, que conta as franjas na lateral da peca 1.

Figura 1.5 - Montagem experimental para analisar a colisdo rotacional de duas pecas
cilindricas.

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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1.3.1

b)

d)

1.3.2

b)

d)

Determinagao experimental do momento de inércia de um
disco (Roda de Maxwell)

Defina qual sera a altura h entre os estados a e b da figura 1.2 e
determine o tempo de descida t,, com seu respectivo desvio padrio.
Enrole os dois barbantes simetricamente para evitar oscilagdes durante

a descida.

Com os valores medidos no item anterior, calcule o valor do momento

de inércia I e sua incerteza usando a equacao (16).

Calcule 0 momento de inércia do disco a partir das caracteristicas
geomeétricas de cada uma das suas partes, usando as expressdes de

momento de inércia mostradas no Apéndice.

Compare e discuta os resultados dos itens (b) e (c).

Choques rotacionais

Coloque o disco utilizado no item 1.3.1 para girar no aparato
experimental mostrado na figura 1.5 e determine sua velocidade angular
®,. Observe cuidadosamente o comportamento de ®, em fungdo do
tempo. O que ocorre? Como esse comportamento afeta o experimento
de colisdo? E vélido aplicar as equagbes (17) ou (18) nessas

condicbes?

Faca a colisdo rotacional, soltando o disco 2, inicialmente com

velocidade angular nula w, = 0.
Determine a velocidade angular final @ do conjunto.
Assumindo a conservagdo do momento angular durante a coliséo,

determine o momento de inércia I, da pega 2, a partir da equagao (18).
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e)

f)

s))

h)

1.3.3

b)

Calcule o momento de inércia I, da peca 2 a partir de suas

caracteristicas geométricas, usando as expressdes no Apéndice.

Alternativa de analise no lugar de (d) e (e): Caso os valores de I;
obtidos no experimento listado no item 1.3.1 estejam muito divergentes,
0 que poderia indicar a presengca de um erro sistematico no
experimento, calcule I; da equacdo (18) usando o valor de I,

determinado geometricamente.

Repita todo o procedimento, realizando varias colisdes independentes
e construa uma tabela. Calcule os valores médios dos momentos de
inércia obtidos nas colisdes. Seria valido calcular valores médios de @,

ou de w?

Compare os valores de momento de inércia obtidos e discuta os

resultados.

Calcule a variacao relativa das energias cinéticas rotacionais antes e
depois da colisdo. Verifique se ha conservagdo ou ndo da energia

cinética e explique por qué.

Demonstragoes de conservagdao do momento angular

Inclua, em um apéndice do relatério, a explicacdo dos fendbmenos
fisicos observados nas demonstracées utilizando a roda de bicicleta e

o momento de inércia variavel.

Responda as questbes formuladas para cada experimento e inclua
diagramas colocando os vetores pertinentes (velocidade angular,

momento angular, torques externos etc.).
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1.4 Apéndice: Momentos de inércia de corpos rigidos
homogéneos

Eixo de rotacdo passando pelo centro de massa do corpo.

- Cilindro macico, em relagao ao
eixo longitudinal: ‘ }

e

- Cilindro oco, em relagao ao | L \
eixo longitudinal: } \

L A 0,
[= MR +1) A

No caso de momento de inércia para rotagao ao redor de um eixo paralelo

aos anteriores, mas que nao passa pelo centro de massa do corpo, deve ser
adicionado um termo MD? as expressdes acima, em que D ¢é a distancia entre

os eixos de rotacao (teorema de Steiner).
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Pratica 2: Densimetria

2.1 Objetivos

Determinagao da densidade de liquidos e sélidos utilizando o principio de

Arquimedes.

2.2 Introdugao

A densidade de uma substancia € o quociente entre sua massa e seu

volume
p=7 (1)

e é, geralmente, expressa em unidades do sistema CGS: g/cm?. A tabela 2.1

traz o valor das densidades de alguns materiais.

Tabela 2.1 - Densidades de alguns materiais.

Material p (g/cm3)
Aluminio 2,690
Cobre 8,930
Latdo 8,560
Agua 1,000
Alcool 0,789
N> 0,00125 (a 0°C e 1 atm)

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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2.2.1 Principio de Arquimedes: empuxo

“Um corpo mergulhado em um liquido, sofre a acdo de uma
forgca de sentido ascensional, cujo médulo é igual ao peso do
volume de liquido deslocado pelo proprio corpo.”

(Arquimedes)

Suponhamos um liquido, com densidade p, em equilibrio hidrostatico no
interior de um recipiente. Destaguemos uma por¢do dele, com volume V, como

mostra a figura 2.1.a.

Figura 2.1 - Representagdo das forcas que atuam sobre um corpo submerso no
interior de um liquido.

(a) (b) (c)

"
A

Y
-
X

<y

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Para que haja equilibrio hidrostatico, € necessario que a resultante de

todas as forcas, que atuam no volume de liquido destacado, seja nula. Uma
delas é o peso P = mg = pV g, do volume V. A outra forga é a resultante E,das

forcas de pressdo que o resto do liquido exerce na superficie do volume V
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(figura 2.1.b). Ou seja, P + E = 0. Desse modo, a forga E, que “empurra” a
porgéo de liquido destacada, possui magnitude igual ao peso da mesma, E =

P = pVg, e é denominada empuxo.

No caso do volume V estar preenchido por outro corpo com densidade
p', diferente daquela do liquido p, 0 empuxo nao sera alterado. Isto €, 0 empuxo
E sera sempre o peso do liquido de densidade p, deslocado pelo corpo de

densidade p' que foi colocado em seu interior.

No caso em que p > p’, o corpo submerso no liquido ira para a superficie,
ja que o empuxo exercido pelo liquido sera maior que o peso do corpo. Caso
contrario (ou seja, p < p'), o corpo submerso devera ir para o fundo do
recipiente que contém o liquido. Em ambos os casos, 0 corpo submerso no

liquido nao ficara em equilibrio hidrostatico.

2.2.2 Medida do volume de um sélido com uma balang¢a

O volume de um sdlido pode ser obtido medindo-se o empuxo sofrido por
ele quando mergulhado em um liquido de densidade conhecida — normalmente

agua. A determinagdo do empuxo depende da balanga utilizada.

Dois tipos de balanga sdo comumente utilizados em laboratorios de
ensino: aquelas sobre as quais atua uma forga de tracdo e aquelas sobre as
quais atua uma “forga normal” (ver figuras 2.2.a e 2.3.a, em que estéo indicadas

as forgas exercidas sobre as balangas durante a pesagem).
Observacgoes preliminares:
a) Nos dois casos desprezaremos o0 empuxo devido ao ar.
b) Veja as figuras 2.2 e 2.3 para compreender o significado dos simbolos

usados a segquir.
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c) Lembre-se que o empuxo é dado por E = p,V,g, onde p; é a densidade

do liquido e V;, o volume do sélido.

d) Balangas sao calibradas em unidades de massa, isto é, o valor indicado
em uma medida representa a forca exercida sobre a balancga, dividida

pela aceleracéo da gravidade.

2.2.2.1 Balangas que sofrem acgao de “forga de tragao”

No caso de balancgas que sofrem agao de “forga de tragao” (figura 2.2), o

volume do sdlido pode ser obtido a partir de duas medidas em condicdes

.y . . T .
distintas. Inicialmente, faz-se a leitura da massa real do corpo: m = 7 (figura

2.2.a) e, em seguida, da sua massa aparente: m' = r figura 2.2.c).
g

Figura 2.2 - Esquema de forgas atuando em uma balanga de tragao.

— —

l‘f T mﬁ ETT

(@) (b) (c) (d)

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

A partir dos diagramas de forgas do corpo livre (figura 2.2.b) e do corpo

submerso (figura 2.2.d) é facil ver que, como ele esta em equilibrio
E=mg—-T =mg—m'g (2)

piVsg = (m—m')g )

42



Laboratério de Fisica Il IFSC

__m-m
Vo=— (4)

Se o liquido for agua, cuja densidade é 7g/cm?, o volume do sélido (em
cm?) sera, simplesmente, a diferenca entre as leituras da balanga (em gramas)

feitas com o corpo no ar e na agua.

2.2.2.2 Balangas que sofrem ac¢ao de “for¢ga normal”

Neste caso, deve-se primeiramente determinar a massa do recipiente

com o liquido que sera usado para submergir o corpo (figuras 2.3.a e 2.3.b):

N

M+ = Py

Figura 2.3 - Esquema de forgas atuando em uma balanga de forga normal.

¥ v ﬁiﬁ N
l v Bl gl
[E_l Y |—Im E + Y m(ru)g;

In(r-%—[)é>

(a) (b) (c) (d)

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Depois, mergulha-se o corpo, cujo volume se quer determinar,
segurando-o por um fio, tomando-se cuidado para que ele fique totalmente

submerso, mas nao encoste no fundo ou nas laterais do recipiente (figura

!

2.3.c). Faz-se a nova leitura na balanga: m,, ;) = L

Através do diagrama de forgas do recipiente, com o liquido na situagao

em que o corpo esta submerso (figura 2.3.d), obtém-se:
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E=N'—muyg (5)
pVsg = (Mipsry — Mr41))g (6)
v, = M@+ "M+ (7)

Pl

Novamente, se o liquido for agua, o volume do sdlido sera

simplesmente a diferenca entre as duas leituras da balanca.

Note a diferenga entre os dois casos analisados: no primeiro aparecem

as massas do corpo e, no segundo, as massas do recipiente com o liquido.

Em algumas balangas que sofrem acao de “forca normal”, pode-se tarar
a balanga com o recipiente ja preenchido com o liquido. Nesse caso, se o

liquido for agua, o volume do corpo podera ser lido diretamente na balanca.

2.2.3 Medida do volume e da densidade de um sélido utilizando um
Aredmetro de Nicholson

O Aredmetro’ de Nicholson consiste, basicamente, em um cilindro

metalico oco ao qual sdo adaptados dois pratos: um superior e outro inferior

(figura 2.4). A haste que une o prato superior ao cilindro possui uma referéncia

denominada “traco de afloramento”. Diz-se que ocorreu o “afloramento”™ de um

aredmetro quando ele se encontra em equilibrio hidrostatico, submerso em um

liquido, e o “traco de afloramento” coincide com a superficie do fluido.

" Aredbmetro: para medir densidades de liquidos ou solidos.
Aerbmetro: para medir densidades de gases.
2 Aflorar: colocar no mesmo nivel.

44



Laboratério de Fisica Il IFSC

Figura 2.4 - Aredmetro de Nicholson

___— Prato superior

\ Trago de

afloramento

" Cilindro

metalico oco

P Prato inferior
~— Lastro

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

O volume da estrutura do arebmetro, situada abaixo do trago de
afloramento, sera denominado V,,..m, enquanto que seu peso total sera

denominado P, .om-

Figura 2.5 - Utilizacdo do Aredmetro de Nicholson para a determinagdo da densidade
de um sdlido.

mg my

\ / Afloramento /m ‘
e I

Agua | - Agua -
K Iz
i Parcom 1 Pareom
(mg+m,) g (mg+m'y ) g
mg
Caso 1 Caso 2

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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A medida do volume de um sdlido, V;, €& feita seguindo alguns
procedimentos basicos. Inicialmente, determina-se diretamente, com uma
balanga, a massa m, do sélido em questao. Coloca-se, entdo, o corpo sélido
no prato superior do aredbmetro e se adiciona uma massa m, até que seu
“afloramento” ou equilibrio hidrostatico seja obtido estando submerso em agua
(figura 2.5, caso 1). Para esse caso, a equacao de equilibrio hidrostatico resulta

em:

(ms + ma)g + Pareom = péguagvareom (8)

Em seguida, remove-se do prato superior o referido sélido, e o coloca no
prato inferior do aredmetro. Para que o “afloramento” ocorra novamente, uma
massa my, deve ser acrescentada ao prato superior (figura 2.5, caso 2). O

equilibrio, nesse caso, fornece:
(ms + m(,l)g + Pareom = péguag (Vareom + Vs) (9)

Combinando as equacgbes (8) e (9), obtém-se o volume e a densidade do

solido:
y, = (ma=ma) (10)
Pagua
e
Ps zr‘:l_:z(m;i—sma)pégua (11)

Em resumo, o empuxo sobre o sélido é simplesmente a diferenga entre
0S pesos necessarios para se obter afloramento com o mesmo no prato inferior
e no superior. Quando o corpo esta dentro do liquido, o empuxo sobre ele

precisa ser compensado por uma massa de afloramento maior.
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2.2.4 Medida da densidade de um liquido utilizando um Areémetro
de Nicholson

Para a medida da densidade de um liquido p; coloca-se, inicialmente, o
areOmetro imerso em agua, e adiciona-se uma massa m; ao prato superior até

que o mesmo seja “aflorado” (figura 2.6, caso 1).

Figura 2.6 - Utilizacdo do Aredmetro de Nicholson para a determinagdo da densidade
de um liquido.

t Afloramento A

Agua | T E/ Liquido —| T Ez
i Par eom i Par eom
m g my g
Caso 1 Caso 2
Fonte: Elaborada pelos compiladores.
Nessa situacao, o equilibrio hidrostatico nos fornece:
meg + Pareom = péguagvareom (1 2)

Posteriormente, coloca-se o0 mesmo aredmetro imerso no liquido cuja
densidade p; se pretende determinar. Analogamente, adiciona-se uma massa
m; ao prato superior do aredmetro de maneira a obter seu “afloramento” (figura

2.6, caso 2), resultando em um equilibrio hidrostatico:

még *+ Pareom = P19Vareom (13)
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Associando as equacgdes (12) e (13), obtém-se a densidade do liquido:

(mt—mé) (1 4)

Vareom

P1 = Pagua —

2.3 Parte experimental

Para a adequada realizacdo dos experimentos utilizando o aredmetro,

prestem atencgao as seguintes dicas:

a)

b)

d)

2.3.1

Usar um copinho para colocar as massas no prato superior do

aredbmetro.

Prender uma linha no aredmetro para segura-lo evitando, assim, que
ele afunde se a massa colocada for maior do que a necessaria para o

afloramento.

Quando estiver préoximo do ponto de afloramento, dar pequenos toques

no aredmetro para minimizar o efeito da tensao superficial do liquido.

O arebmetro ndo deve encostar nas paredes do recipiente que o

contém.

Principio de Arquimedes

Facga a verificagdo do Principio de Arquimedes utilizando a montagem

disponivel no laboratério. Descreva esse experimento em seu relatoério.

Determinagao do volume e da densidade de um sélido com
uma balancga

Meca diretamente, com uma balanga, a massa mg do solido.
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b)

Meca, com uma balancga, o volume do sélido baseado nas informacgdes
descritas na apostila. Explique porque € possivel, nesse caso, obter o

valor do volume diretamente da balanca.

Calcule a densidade do sélido, compare com o valor tabelado e

determine de que material é feito esse solido.

Determinacao do volume e da densidade de um sélido
utilizando um Aredmetro de Nicholson

Meca diretamente, com uma balanga, a massamg do solido.

Faca o afloramento do arebmetro com o sdlido no prato superior,

conforme mostra a figura 2.5 (caso 1).

Meca diretamente, com uma balanca, a massa m, adicionada ao prato

superior.

Faca o afloramento do aredmetro com o sélido no prato inferior,

conforme mostra a figura 2.5 (caso 2).

Meca diretamente, com uma balanga, a massa m/ adicionada ao prato

superior.

Calcule o volume e a densidade do solido. Compare com os valores

obtidos no item 2.3.2. Discuta seus resultados.

Determinagdo da densidade de um liquido utilizando o
Areémetro de Nicholson

Faga o afloramento do arebmetro, em agua, conforme a figura 2.6 (caso

1).
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b) Aproveite esse afloramento para determinar o volume V..., do

aredbmetro utilizando a balanga

c) Meca diretamente, na balangca, a massa m; adicionada ao prato

superior.

d) Faca o afloramento do aredmetro no liquido cuja densidade se pretende
determinar. Importante: Seque bem o areémetro antes de mergulha-lo

no liquido pesquisado.

e) Mecga diretamente, na balanca, a massa m; adicionada ao prato

superior.

f) Calcule a densidade do liquido pesquisado. Compare com o valor
medido utilizando um aredmetro padrao (densimetro) e com valores

tabelados. A que corresponde o liquido?
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Pratica 3: Oscilacobes livres, amortecidas e
forcadas

3.1 Objetivos

Estudar o comportamento de um oscilador massa-mola vertical no que
diz respeito a amplitude e frequéncia das oscilagbes, em funcgao da viscosidade
do meio (ar e agua) e em condigdes de oscilagao livre. Para oscilagdes

forgadas por um agente externo, sera estudado o fenédmeno da ressonancia.

3.2 Introdugao

Na natureza, existe uma série de fenbmenos que se repetem ao longo do
tempo. Esses movimentos repetitivos sdo muito importantes em diversas areas
da fisica e recebem o nome de oscilagées. No nosso cotidiano, existem varios
exemplos de objetos que oscilam, como, por exemplo, o péndulo de um reldgio.
Qualquer objeto que se move, de alguma forma, num movimento de vai e vem
em torno de uma posigdo central e denominado oscilador. Se esse objeto
apresenta movimento harménico de oscilacédo, recebe, entdo, o nome de

oscilador harmoénico.

3.2.1 Oscilador harmodnico vertical livre

Consideremos, inicialmente, um sistema massa-mola oscilando
verticalmente no ar, onde o atrito da massa com o meio é pequeno. Na posi¢ao
de equilibrio, a mola fica alongada, de maneira que sua forga elastica

compense 0 peso do corpo. Definimos essa posi¢éo de equilibrio x,, como a
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origem do sistema de coordenadas, ou seja, x.,; = 0. Quando a massa €
afastada do equilibrio de uma certa distancia x,, medida com relagéo a x4, 0

sistema respondera como um oscilador harménico convencional e a posigao

da massa como fungao do tempo ¢é descrita por:

x(t) = xycos(wyt) (1)

N . T k . T
com frequéncia angular caracteristica w, = /;, na qual k é a constante elastica

da mola e m a massa do corpo suspenso. Essa é a frequéncia natural de
oscilagdo do sistema. E importante notar que na equagéo (1), estd assumido
que emt = 0 se tem x(0) = x,, 0 que ndo representa a solugdo mais geral para

esse movimento.

A amplitude maxima de oscilagao x, deveria ser constante ao longo do
tempo e independente de k ou m. No entanto, sabemos que o atrito no meio
nado € exatamente nulo e, depois de algum tempo, perceberemos que as
amplitudes maximas das oscilagbes decaem no tempo até o sistema atingir o
repouso. Apesar disso, a aproximagao de oscilador harménico, sem atrito, é
satisfatoria para esse sistema quando o meio no qual o mesmo se encontra é

o ar e as analises do movimento sao feitas durante as primeiras oscilagoes.

3.2.2 Oscilador harmonico vertical amortecido

Quando o movimento da massa ocorre dentro de um meio viscoso, como
a agua, por exemplo, o amortecimento das oscilagdes € mais intenso do que
no ar e a aproximacao de oscilador harménico, sem atrito, ndo se justifica. Para
tratar esse problema, devemos incluir uma forga adicional, a forca de atrito

viscoso que é proporcional a velocidade v do corpo, mas de sentido oposto.
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Fy=—bv=—b% 2)

O fator b é uma constante que caracteriza o grau de amortecimento.
Descrevendo o movimento desde o referencial com origem na posigdo de
equilibrio, a equacao de movimento, que resulta ao aplicar a Lei de Newton,

pode ser escrita como:

d?x dx
mﬁ = —kx — bz (3)

O termo —kx representa a forga de restituicdo da mola. Essa equacgao &
mais complicada do que a equacéo do oscilador harmonico, devido a presenca
do termo envolvendo a primeira derivada da posicdo x. A solugdo desta
equacao é:

x(t) = xoe_(%)tcos(wlt) 4)

em que x, é a amplitude maxima inicial (em t = 0) e w, é a frequéncia angular

da oscilagao, dada por:

k b

w1 = 5~ () 5)

m 2m

b . ,
O termo €0 fator de amortecimento e sera representado pela letra

gregay. Observe que, pela consisténcia dimensional da equacgao (5), a unidade
de y é radianos/segundo. Podemos reescrever a equacao (4) em termos de w;

€ y como:
x(t) = [xge7"*]cos(w;t) (6)

e, usando a definigao da frequéncia natural w,, podemos reescrever a equagao

(®):

wq = wg —y? (7)
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Podemos notar, pela equagdo (6), que a posigcdo da massa oscila
harmonicamente com frequéncia w,, com fator de amplitude dado pelo termo
entre colchetes, isto é, o produto de x, pela fungdo exponencial decrescente
e 7. Portanto, as amplitudes extremas x, da oscilagdo serdo
progressivamente menores, com taxa de decréscimo diretamente proporcional

ay.

Na figura 3.1 € mostrado o grafico da fungéo descrita pela equagéo (6),
indicando, em linha tracejada, o perfil da fungdo exponencial. Podemos ver que,

se 0 amortecimento ndo for muito grande, a massa realiza varias oscilagdes,

’ 2 .
com periodo T; = w—” antes de retornar ao repouso. Quanto maior o valor de v,
1
mais rapido é o decréscimo das amplitudes das oscilagdes.

A equagao (7) revela uma condigéo critica para o fator de amortecimento,
¥, = wy. Nessa situagédo, chamada amortecimento critico, o sistema néo oscila
e o retorno ao equilibrio ocorre exponencialmente. Quando y > y,, o sistema
também nao oscila, representando uma condi¢ao de elevado amortecimento.
Entretanto, o retorno ao equilibrio ocorre de maneira mais lenta que no caso do

amortecimento critico. Essa é a situacao de amortecimento supercritico.
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Figura 3.1 - Funcdo de posicdo x(t) para o oscilador amortecido de acordo com a
equacdo (6). Linha tracejada: fator de modulagdo exponencial das
amplitudes maximas de oscilagao.

Xo

x(t)
o

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Questao: De que forma o efeito do atrito perturba a frequéncia de oscilagdo?

Questdo: A energia mecanica inicial do oscilador se conserva durante o

movimento?
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A Fisica e a Engenharia Civil: ressondncia em estruturas

Toda estrutura construida (casa, prédio, ponte etc.) possui inércia (massa, momento de inércia). Ao
mesmo tempo, os materiais que a compdoem, apresentam elasticidade, dentro de certos limites, e dissipacao
da energia mecinica por atrito interno e/ou externo. Portanto, quando levemente afastada do equilibrio,
por um agente externo, a estrutura poderd retornar a sua configuragio de equilibrio realizando oscilagbes
amortecidas.

Como todo sistema mecanico eldstico, a estrutura terd frequéncias naturais de oscilagio wo
correspondentes a diferentes modos de vibra¢io. Quando a for¢a externa oscila com o tempo, com
frequéncia Q, por exemplo, devido a um movimento sismico ou perturbagio pelo vento, a estrutura
acompanhari essa oscilagio com uma amplitude que dependera de Q. Essa amplitude serd grande quando
Q se aproximar de alguma frequéncia natural wo (situag¢ido conhecida como condi¢io de ressonincia).
Eventualmente, isso pode causat o colapso da estrutura.

A queda da ponte de Tacoma Narrows é um exemplo classico desse fendmeno, cujo processo de oscilagio
ressonante foi iniciado pela agao de vento de intensidade moderada sobre as superficies planas da estrutura.
E importante notar que, na condicio de ressondncia, as amplitudes de oscilacio sio grandes, ainda que as
forgas externas sejam fracas. O importante ¢ que a frequéncia de oscilagio coincida com uma frequéncia
natural do sistema.

Uma forma de retirar a energia mecinica da estrutura, quando oscila em ressonancia, é coloci-la em
contato com outros sistemas que absorvam essa energia e a dissipem. Isso pode ser realizado com
amortecedores convencionais com fluido, ou com amortecedores de “massa sintonizada”. Esses dltimos
sao mais utilizados por ndo precisarem de muita manutengio. Trata-se apenas de péndulos massivos, cuja
massa ¢ ajustada para obter uma frequéncia de oscilagao idéntica a frequéncia de ressondncia da estrutura.
Muitos arranha-céus e torres de comunicagdo de grande altura possuem um amortecedor dessa classe no
topo. Um dos exemplos mais chamativos é o edificio Taipei 101, que possui um péndulo esférico central
de mais de 700 toneladas, com comprimento de suspensio de 4 andares, para minimizar a amplitude da
vibragio edlica da estrutura.

3.2.3 Oscilador harménico vertical forgado

Para manter qualquer sistema fisico oscilando em um meio com
dissipacao, € necessario compensar a perda de energia através de trabalho
realizado por um agente externo. No sistema massa-mola, essa condigdo pode
ser atingida através da acédo de uma forga externa que varie no tempo, de modo
que mantenha a amplitude de oscilagao constante. Nesse caso, a oscilagao é

forgada.

56



Laboratério de Fisica Il IFSC

A variagao temporal da for¢ca externa mais importante de se analisar é a

variagado harmoénica, por exemplo, cossenoidal.
Fexe = Fy cos(02t) (8)

na qual 2 é a frequéncia angular de variacdo da forca externa. A frequéncia
esta determinada pelo agente externo ao oscilador, como, por exemplo, a
frequéncia de rotagdo de um motor. E um parametro independente das
propriedades do oscilador, ndo tendo qualquer relagdo com as frequéncias
angulares ws e apy estudadas anteriormente. F, € a amplitude maxima da forga
externa. Levando em consideragdo essa forga adicional, a segunda Lei de
Newton, aplicada a massa em suspensdo, fornece a seguinte equagao

diferencial para a posicao x(t):

d? d
md—tf = —kx — bd—’; + F, cos(Q2t) (9)

A solucao dessa equacéao é dada por:
x(t) = [xo(2)]cos(Qt + 6) (10)

E instrutivo comparar essa solugdo com as equagdes (1) e (6), do
oscilador livre e do amortecido. A grande semelhanga entre essas solugdes é
o termo cosseno, indicando que sempre temos oscilagdes harménicas. No
entanto, em (10), a frequéncia das oscilagbes é 2, imposta sobre o sistema
pelo agente externo. Podemos dizer que a massa é forgada a “acompanhar” a
oscilagao da forga externa, independentemente de qual for a frequéncia natural
do oscilador. O parametro 6 é apenas uma constante de fase que depende de

£, que nao sera discutida nesta pratica.
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A Fisica e a Engenharia Elétrica: amortecimento de vibragoes em linhas de poténcia

Os cabos de transmissio elétrica suspensos entre torres sio susceptiveis de vibrar pelo efeito do vento.
Como veremos na Pritica de Ondas Estacionarias, se o comprimento do cabo e a frequéncia de vibragio
satisfazem a condigdo de ressonancia, uma onda estacionaria ser estabelecida no cabo. Isso é prejudicial,
pois expde o cabo a tensdes mecinicas indesejadas em certos pontos. Para eliminar essas vibragdes, cuja
faixa de frequéncia pode ser estimada, ¢ possivel acoplar péndulos que vibrem com as mesmas frequéncias,
absorvendo, assim, a energia mecanica do cabo de forma ressonante. Esse sistema foi patenteado em 1928,
por George Stockbridge, e consiste em duas massas fixadas nos extremos de um cabo curto que se suspende
da linha de poténcia. Regulando o valor das massas, a tensio e o comprimento do cabo de unido, ¢ possivel
ajustar a frequéncia de oscilagio. Esse sistema ¢é passivo, de baixo custo, pouca manutengio e facilmente
ajustavel.

Amortecedor de Stockbridge

Fonte: Wikipedia!

»  Qual setia a vantagem de usar esse tipo de amortecedor ao invés de simplesmente colocar mais
pontos de fixagio?

1 - Disponivel em: <https://en.wikipedia.otg/wiki/Stockbridge_damper> Acesso em 20 dez. 2015
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Uma grande diferenca entre a equacao (10) e as equacgdes (1) ou (6) é o
fator de amplitude da oscilagao x,(2). No oscilador forcado, essa amplitude &
imposta pelo agente externo e depende da frequéncia da for¢ca externa da

seguinte forma:

Fy /m

11
/(wg—02)2+4y2!22 )

Essa relagdo nao depende do tempo, o que significa que as amplitudes

xo(2) =

Xo(£2) serdo constantes. Analisando, em detalhe, a equagao (11), observamos
que devera ocorrer um maximo para a amplitude de oscilacdo x, quando o
denominador desta equagao corresponder a um minimo. Essa condigédo ocorre
quando a frequéncia da forca externa 2 é igual a certo valor particular 0,,

chamado de frequéncia de ressonancia.

0, = JaZ— 22 (12)

Para o caso especial de amortecimento nulo (y = 0), 2, = w,. Nessa
situagdo simples, x,(2) é pequeno quando 2 # w, e tende a infinito
quando 2 = w,. Como, na realidade, ha sempre algum amortecimento (y # 0),
a amplitude de oscilagéo x,(22) permanece sempre finita, embora possa se
tornar muito grande quando 2 = ,. Este fendbmeno é conhecido como
ressonancia e a oscilacao tera a maior amplitude quando a frequéncia da forca

externa coincidir com a frequéncia de ressonancia do sistema.

Na figura 3.2 esta representada a relagéo definida pela equagao (11)
como fungao da razdo entre a frequéncia de excitacio 2 e a frequéncia natural
de oscilacdo do oscilador livre w,. As diferentes curvas correspondem a
diferentes valores do fator de amortecimento. E possivel observar que quanto
menor o amortecimento, maior a amplitude de oscilagao, especialmente para

frequéncias préximas da ressonancia (2,.. Observe que a posi¢ao da frequéncia
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de ressonancia muda levemente quando o coeficiente de amortecimento

aumenta.

Figura 3.2 - Amplitude de oscilagao xo(Q) do oscilador amortecido forgado em fungéo
da frequéncia de excitagdo Q da forca externa, relativa a frequéncia
natural de oscilagdo do oscilador livre wo para diferentes valores de fator
de amortecimento. (a) y=0,025wo, (b) y=0,05wo0, (c) y=0,12cwo0, (d)
v=0,25wo, (€) y=0,50wo.

Amplitude (u. a.)

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Questao: A frequéncia de ressonéncia é igual a frequéncia do oscilador livre?

E maior ou menor? Os valores sdo préximos ou ndo?
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A Fisica e as Engenharias Aerondutica e de Produgio Mecinica: ressonidncia de
terra

A estrutura de um helicoptero possui partes com resposta eldstica (pneumaticos ¢/ou amortecedores
no trem de pouso e nas aspas) e, portanto, tera frequéncias de ressonancias naturais. A ressonancia de terra
¢ um fen6meno destrutivo que pode ocorrer quando um helicptero, de trés ou mais pés, estd pousado com
o rotor em funcionamento. Se por algum motivo ocorrer um desbalango que desalinhe o eixo de rotagio
da diregdo vertical, o helicoptero experimentara impulsos exercidos pela for¢a de reacio do chido sobre o
trem de pouso. Essa excitagdo tem a periodicidade da rotagio da hélice e constitui uma condicéo de oscilagio
for¢ada da estrutura do helicoptero. Se a frequéncia dessa excita¢ao coincide com uma frequéncia natural
da estrutura, o sistema oscilara com grande amplitude.

O fenémeno de ressonancia de terra é um processo divergente — maiores amplitudes de oscilagao
causam maiores desalinhamentos e, portanto, maior intensidade dos impulsos aplicados pelo chao. O
processo ¢ capaz de destruir completamente a estrutura da aeronave em segundos. A ocorréncia dessa
condi¢io pode ser neutralizada, no projeto do helicoptero, determinando a calibragio apropriada dos
amortecedores para dissipar a energia mecanica das vibragoes e deslocar as frequéncias naturais para faixas
que ndo coincidam com o regime de rotagio em pouso.

Um fenémeno semelhante ocorre com a maquina de lavar roupas quando a carga fica desbalanceada —
o sistema receberd impulsos periédicos do chido, com a frequéncia da rotagdo do motor. Se esses impulsos
coincidem com uma frequéncia de vibragio natural da maquina, esta vibrara com grande amplitude. E por
esse fendmeno que a maquina possui um conjunto de amortecedores de molas e pesos de compensagio,
que devem ser projetados cuidadosamente para minimizar a amplitude de oscilagio em ressonancia ou
afastar a frequéncia de ressonancia da faixa de rotagdes do motor.

3.3 Parte experimental

O oscilador massa-mola esta montado verticalmente em um suporte,
mostrado na figura 3.3. Para analisar o comportamento do oscilador
amortecido, a massa é colocada para oscilar dentro de uma proveta com agua.
O oscilador pode trabalhar de modo forgado, simplesmente deslocando,
periodicamente na direcio vertical, o ponto de suspensdo da mola. Para isso,
é utilizada uma alavanca acoplada a um disco girante com velocidade angular
£ constante, como mostrado na figura 3.3.b. A rotacdo é produzida por um

motor elétrico, cuja frequéncia 2 pode ser variada.
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Figura 3.3 - (a) Montagem experimental de um oscilador massa-mola vertical. (b) Para
experimentos de oscilagdo forgada, a posicdo do ponto de suspensao
vertical da mola pode ser variada verticalmente mediante a alavanca
acoplada ao disco girante com frequéncia Q.

girante

alavanca

I
_I_. ponto de

suspenséo

mola

' régua

referéncia
de leitura
de posigdo

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

3.3.1 Oscilagao no ar

a) Esta é a situagdo mais préxima de um oscilador livre. Utilizando o
sistema massa-mola vertical, alongue a mola além da posicao de
equilibrio, solte a massa e mega o periodo T,, de oscilagao. Defina uma

estratégia para diminuir a incerteza.

b) Calcule frequéncia de oscilagdo w, com sua incerteza.
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Figura 3.4 - Oscilagdo da massa na agua. (a) Posicéo de equilibrio. (b) Posicao inicial
(t = 0), com deslocamento xo com relagao a posigéo de equilibrio. O valor
de xo corresponde a maxima amplitude durante o movimento de oscilagao
amortecido. (c) Posicao extrema xs apds a massa completar metade do
periodo de oscilagao (t = T/2).

S

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

3.3.2

b)

Oscilagao na agua: analise do periodo de oscilagao

Utilizando o mesmo sistema massa-mola, coloque a massa dentro da
proveta com agua. Desloque a massa de sua posi¢cao de equilibrio
(figura 3.4) e deixe-a oscilar. Cuide para que o corpo fique sempre
submerso e que ndo bata nas paredes da proveta durante o

experimento. Mecga o periodo T; de oscilagdo com precisdo.
Calcule frequéncia de oscilacdo w, com sua incerteza.

Compare com o valor de w, obtido anteriormente. Pode-se afirmar que

sao diferentes? Seu resultado é coerente com a equagao (7)?
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3.3.3

a)

b)

3.34

b)

Oscilagao na agua: analise da variagao de amplitude

Desloque a massa de sua posicdo de equilibrio até uma amplitude
inicial x,. Solte o corpo e analise a dependéncia das amplitudes

extremas x; de oscilagdo em fungédo do tempo, tal como identificadas
na figura 3.1. Para isso, registre a amplitude nos instantes t; = 0, %
T1, % 2Ty, % 3Ty, ...onde T; é o periodo de oscilagdo. Procure soltar
a massa sempre da mesma posigao inicial x;.

Construa uma tabela com os valores de t;, x; e os valores normalizados
de amplitude |x;/x,|.

Faca um grafico de |x;/x,| versus t;, em papel mono-log, e verifique
que tipo de comportamento é observado. E consistente com a equacéo
(6)?

A partir do grafico, determine o valor da constante de amortecimento y

€ sua incerteza aproximada.

Considerando o valor de y obtido e os valores medidos para as
frequéncias w, e w,, discuta se seus resultados sédo consistentes com

a equacao (7).

Oscilagao for¢cada no ar

Coloque o corpo para oscilar no ar. Ligue o motor com uma frequéncia

de rotacgdo 2 baixa. Meca a amplitude maxima de oscilagédo x, do corpo.

Repita o processo para varios valores de frequéncia 2 diferentes (pelo
menos dez valores). Construa uma tabela de x, em funcédo de Q.

Importante: comece com valores de frequéncias bem diferentes
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3.3.5

(minima, maxima, média, bem proxima da ressonancia) e agregue
valores nas regides em que observar grandes variagdes da amplitude
com a frequéncia. Quando a frequéncia 2 se aproximar de 0,, as
amplitudes de oscilagdo crescerdo consideravelmente. Tente se
aproximar da ressonancia tanto quanto for possivel, para valores de 2

acima e abaixo de (,.

Faca um grafico da amplitude maxima de oscilagao x, em fungéo de 0.
Determine, a partir do grafico, o valor provavel da frequéncia de
ressonancia f2,, e compare com a frequéncia do oscilador livre. Discuta
a coeréncia do seu resultado, levando em consideragéo as incertezas

das frequéncias medidas.

Oscilagao for¢cada na agua

Repita o experimento descrito no item 3.3.4 com o corpo oscilando

dentro da proveta com agua.

Facga um grafico da amplitude maxima de oscilagao x, em fungéo de 0.
Determine, a partir do grafico, o valor provavel da frequéncia de

ressonancia (2,.

Compare os graficos obtidos de amplitude maxima de oscilagdo x, em
funcao de 2 para oscilagdo da massa no ar e na agua. Discuta o efeito
da variagdo do amortecimento sobre a forma da curva e a posicao da

ressonancia. E consistente com a equag&o (12)?
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Pratica 4: Ondas estacionarias

4.1 Objetivos

Estudar o comportamento de ondas transversais estacionarias em cordas
e em colunas de ar, e determinar a velocidade de propagacédo das ondas

progressivas em cada um dos meios.

4.2 Introdugao

Uma onda é um movimento causado por uma perturbagdo que se
propaga através de um meio. Um exemplo tipico de onda é obtido quando se
joga uma pedra em um lago de aguas calmas. O impacto causarad uma
perturbagdo na agua, fazendo com que ondas circulares se propagando pela

superficie da agua possam ser observadas.

Existem ondas com diferentes caracteristicas, que podem ou ndo ser
observadas a olho nu. O que elas tém em comum, entretanto, é que todas sao,
de fato, energia propagada através de um meio, e este meio ndo acompanha

a propagacéao.

4.2.1 Ondas progressivas em cordas

Seja uma corda com densidade de massa linear 4, mantida tensa através
da aplicacdo de uma forca constante F. Se um dos extremos da corda for
pulsado periodicamente, serd gerada uma onda harmoénica viajando pela
corda. Essa onda é dita transversal, pois a perturbacido ou oscilagdo, no caso

de ondas periddicas, € perpendicular a direcdo de avancgo da perturbacgao, ou
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seja, a diregdo de propagacdo. A onda se propaga com velocidade v

determinada pela relagao:
v= |- (1)

A velocidade de uma onda progressiva depende somente das
propriedades do meio (tensdo e densidade, no caso da corda) e ndo da fonte

que a gera (o0 agente que faz o extremo da corda oscilar).

Por outro lado, a velocidade de propagacéo da onda progressiva pode
ser calculada sabendo que uma crista percorre uma distancia A (comprimento

da onda) durante o tempo T (periodo de oscilagao).
2
v=_=Af (2)

sendo f = % a frequéncia (medida em Hertz).

4.2.2 Ondas estacionarias em cordas

Se as extremidades da corda estiverem fixas, é possivel obter uma onda
estacionaria resultante da superposicdo de duas ondas, viajando em dire¢des
opostas: a onda gerada pela fonte desde um extremo e a onda refletida no
extremo oposto fixo. A onda estacionaria € uma oscilagdo da corda sem
propagacao da perturbagdo, ou seja, as cristas nao viajam pela corda. No

entanto, cada elemento da corda oscila verticalmente com frequéncia f.

Na figura 4.1 sdo mostrados os possiveis harménicos para uma corda
com extremos fixos. A curva representada é a envoltéria da oscilagdo: a
maxima deflexdo da corda para cima ou para abaixo. Ao longo do tempo, cada

elemento de corda oscila verticalmente entre esses extremos com frequéncia
f.
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Figura 4.1 - Ondas estacionarias de deslocamento em uma corda presa em ambos 0s
extremos. n: numero de harmdnico. N: n6 (zero). AN: antind (maximo ou
minimo).

AN

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Pelo fato dos extremos da corda corresponderem aos nés da onda
estacionaria, os comprimentos 4,, dos harmonicos estéo restritos. Da figura 4.1
pode se concluir que os unicos valores possiveis de 4,, numa corda de

comprimento L, devem satisfazer a condicao:

2

n==1L (3)
2

naqualn =1,2,3,... ¢ um numero inteiro que identifica 0 harmdnico gerado na

corda. Como a velocidade das ondas, que se superpbéem na corda, € sempre

a mesma (depende unicamente do meio), entdo, a frequéncia de cada

harmonico deve ser diferente para manter o produto constante em (2):

v =Ahfn (4)

Deve ser notado que, em geral, um conjunto qualquer de valores de L, 4
e f nao, necessariamente, garantem a existéncia uma onda estacionaria, a

menos que satisfacam, simultaneamente, as equacdes (1) a (4).
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A Fisica e as Engenharias Aerondutica e Eletrénica: cimaras anecoicas

Uma cdmara anecoica ¢ uma sala especialmente acondicionada para evitar reflexdes de ondas de som
ou de radio, com a finalidade de efetuar analises precisas de equipamentos.

> Que propriedades devem satisfazer os materiais e geometria das paredes?

> Qual poderia ser o interesse de testar componentes acronauticos, espaciais e de comunicagio nesse
tipo de instalagio?

4.2.3 Ondas de som estacionarias

As ondas de som sao perturbagdes da pressao se propagando através
de um meio material. Nesta pratica, serdo estudadas ondas de som no ar. As
cristas e vales das ondas correspondem, respectivamente, a lugares onde a
pressao do ar é localmente maxima (compressao) ou minima (expansao) com
relacdo a pressao atmosférica média. As ondas de som sdo um tipo particular
de onda longitudinal; a compresséo ou expansao do meio ocorre na diregdo de

avanco da onda.

Da mesma forma que ocorre na corda, a interferéncia de duas ondas
sonoras, de amplitude e frequéncia iguais, viajando em dire¢coes opostas com
velocidade v, produz uma onda estacionaria. E possivel criar uma onda
estacionaria dentro de um tubo com ar, colocando uma fonte de som em um
extremo (por exemplo, um alto-falante) e deixando fechado o outro extremo
(como mostrado na figura 4.2). O alto-falante gera uma onda de som harmoénica
viajando para esquerda, que incide na parede oposta do tubo, onde é refletida.
A superposicao dessa onda, refletida com a onda emitida pelo alto-falante, cria
a onda estacionaria dentro do tubo. Como a parede fixa impede o
deslocamento das moléculas do ar, ocorre uma crista de pressao nessa regiao

do tubo. Portanto, nesse extremo teremos sempre a crista da onda estacionaria
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de pressao de todos os harménicos. No extremo oposto ocorre uma situagéo
semelhante, pois a onda refletida incide sobre a membrana do alto-falante,
comprimindo o ar e criando, assim, uma crista estacionaria de presséao. E
importante notar que um pequeno distanciamento do alto-falante com relagao

a abertura do tubo pode causar variagbes na posi¢ao da crista de pressao.

Figura 4.2 - Ondas estacionarias de pressdao em um tubo fechado. n: numero de
harménico. N: né (zero). AN: antiné (maximo ou minimo).

Tubo fechado Alto-falante

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Na figura 4.2 sao representadas as envoltérias das possiveis ondas
estacionarias, compativeis com essas condigdes nos extremos do tubo.

Observa-se, ainda, que os comprimentos de onda estio sujeitos a condicao:

An _
Tl?—L (5)

sendo n, numero inteiro que identifica 0 modo de oscilagéo.

Se o alto-falante oscila com frequéncia f, a velocidade v da onda emitida

deve satisfazer a equagao (2). Medindo o comprimento 4,, da onda estacionaria

71



IFSC Laboratério de Fisica Il

e a frequéncia f, é possivel determinar a velocidade do som. Como no caso de
toda onda progressiva harmoénica, a velocidade do som depende somente das
propriedades do meio de propagacao, sendo definida pela temperatura e a

pressao.

Questao: Para um tubo de comprimento L fixo, determine qual é a relacdo

entre f,, e n para ondas estacionarias no tubo fechado.

A Fisica e a Engenharia Civil: acistica de ambientes

Existem varios fenémenos fisicos que determinam o comportamento acustico de um ambiente. Um
deles ¢ a formacido de ondas estacionarias de som. As paredes atuam como tefletores, quase rigidos, das
ondas de som incidentes. Dependendo do comprimento dessas ondas, pode ocorrer que a superposicao da
onda emitida pela fonte de som e a refletida por uma parede, ou entre duas ondas refletidas desde paredes
opostas, produza uma onda estaciondria. O fendémeno serd percebido como um aumento na intensidade
dos sons de certas frequéncias em alguns locais da sala. Esse fenomeno ressonante pode ser analisado de
maneira simplificada, em uma dimensio, considerando apenas duas paredes opostas atuando como
refletoras de ondas, separadas por uma distancia L. Nas paredes rigidas sempre havera um antiné (crista ou

vale) da pressio. Portanto, os unicos comprimentos A,, possiveis para as ondas estacionirias deverdo

. . nin , , . .
satisfazer a condigdo L = —*, na qual n ¢ um nimero inteiro.

» Dadas essas condi¢des, para quais valores de frequéncias f,, havera ondas estacionarias nessa sala?
Suponha uma velocidade do som de v = 340 m/s.

» O que poderia ser feito na sala para eliminar essas ondas estacionarias?

» O sub-woofer de um sistema de som ¢ o alto-falante de maior tamanho, capaz de produzir sons
com frequéncias entre 20 Hz e 200 Hz. Do ponto de vista da geracdo de ondas estacionarias, qual
seria a diferenga entre coloca-lo perto de uma parede ou no meio da sala?
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4.3 Parte experimental

O dispositivo para gerar ondas estacionarias, mostrado na figura 4.3, é
composto por uma corda com uma extremidade presa a um pino, vibrando

verticalmente com frequéncia f.

A fonte de vibragdo do pino é um alto-falante excitado com um sinal
elétrico senoidal de frequéncia f, que é fornecido por um gerador de voltagem.
A outra extremidade da corda esta conectada, através de uma roldana, a uma
massa suspensa, que define a tensdo F aplicada. E possivel, assim, obter
ondas estacionarias na corda com comprimentos de onda dependentes da

tenséo F aplicada, da frequéncia f e do comprimento L da corda.

Figura 4.3 - Dispositivo para a geracédo de ondas estacionarias em uma corda com 0s
extremos presos. Na imagem é mostrada a excitacdo do modo
fundamental (n = 1).

corda de comprimento L pino vibrante

s~gerador de)
\voltagem

roldana

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

O dispositivo utilizado para gerar ondas de som estacionarias esta
mostrado na figura 4.4. O alto-falante é excitado através de um gerador de
voltagem harménico com frequéncia f. No extremo oposto, o tubo esta fechado
com um pistdo mével acoplado a um microfone. O sinal elétrico fornecido pelo
microfone, proporcional a amplitude da pressao, € monitorado por meio de um

osciloscépio (medidor de voltagem em fungéo do tempo).
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Deslocando o pistao, € possivel controlar o comprimento L da coluna de
ar. Quando uma condigdo de ressonancia for atingida, sera registrada, pelo
microfone, a maior intensidade (maxima) da voltagem oscilante devido ao

aparecimento da maxima crista de pressao sobre a parede do tubo.

Questao: Como deve ser o sinal elétrico observado no osciloscopio? Ele

representa o padrao de onda estacionaria no tubo?

Figura 4.4 - Esquema do dispositivo para a geragao de ondas de som estacionarias
num tubo cilindrico.

-2
% Deslocamento
Pressao
— L — — ao ar
Pistdo movel
<
Alto-falante Coluna de ar (tubo) Microfone

gerador de voltagem osciloscopio
—

microfone /' pistdo moével

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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4.3.1

Ondas estacionarias na corda

Nesta parte da pratica, serdo gerados os diferentes harmonicos na corda,

partindo desde o fundamental (n = 1), mantendo constantes L e F.

a)

b)

43.2

Suspenda uma massa m da ordem de 200g na extremidade da corda.
Faga o vibrador funcionar e varie lentamente a frequéncia f, partindo
desde valores baixos, até observar o aparecimento de ondas
estacionarias. Ajuste, cuidadosamente, a frequéncia até atingir a

maxima amplitude de oscilagcio para os diversos valores de n.

Construa uma tabela registrando os valores do indice n do harménico,
0 numero de nos, 1, e f,. Determine a velocidade das ondas para cada
harménico e verifique se a mesma € constante. Do seu conjunto de

dados, determine o valor de v com sua incerteza.

Usando a velocidade medida, determine o valor de u. O valor obtido é

consistente com a corda utilizada?

Ondas estacionarias de som: geragdao de harménicos em
fungao da frequéncia

Este experimento é analogo ao da parte 4.3.1, porém com ondas de som.

Serdo gerados os diferentes harménicos no tubo, partindo desde o modo

fundamental (n = 1), para L fixo.

a)

Conecte a bateria do microfone e ligue o gerador de ondas. Deslocando
o pistao, fixe o comprimento L da coluna de ar em aproximadamente
0,15 m. Mude a frequéncia do gerador até observar, no osciloscopio, as
ondas de pressao com a maior intensidade. Essa condigcado corresponde

a uma onda estacionaria.
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b)

f)

4.3.3

serao

Comecando o experimento, desde as menores frequéncias para ter
certeza de detectar o modo fundamental, registre os valores de f,
correspondentes aos sucessivos harmbnicos. Construa uma tabela com

os valores do indice n do harmdnico e f,.

Faca o grafico de f,, versus n. Que tipo de relagdo é observada? E

coerente com as equacdes que definem a onda estacionaria?

Utilizando o método dos minimos quadrados, determine a velocidade

das ondas de som. Compare com valores de referéncia.

Que valor deveria assumir o coeficiente linear? E coerente com o

resultado do seu experimento?

Como vocé poderia garantir que o primeiro harmdnico observado
corresponde a n = 1? Qual seria a frequéncia esperada para o modo
fundamental f; no tubo utilizado? Coincide com sua menor frequéncia

da tabela? Explique.

Ondas estacionarias de som: geragdao de harménicos em
fungao do comprimento

Neste experimento, a frequéncia de excitagdo f é fixa e os harmdnicos

gerados variando o comprimento L da coluna de ar. Observe que, agora,

de acordo com a equacgéo (2), se f esta fixa, o comprimento de onda 1 deve

ser constante. Portanto, de acordo com a equacgao (5), para obter uma onda

estaci

onaria, o comprimento do tubo devera assumir valores L, dados pela

relacdo:

Ly =n? (6)
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Assim, maiores comprimentos do tubo resultam em harménicos de ordem

n maior.

a)

b)

d)

Coloque uma frequéncia f da ordem de 2 KHz. Deslocando o pistéo,
observe que, em certas posi¢coes L,, as ondas de pressao tém
intensidades maximas, correspondendo a condigdes de onda

estacionaria.

Comegando com o pistao posicionado proximo ao alto-falante, para ter
certeza de detectar o modo fundamental, registre os valores de L,

correspondentes a sucessivos harmonicos n.

Construa uma tabela com os valores do indice n do harménico e o
respectivo L,. Além disso, registre uma coluna com as diferengas entre
valores sucessivos L,,; — L,. De acordo com a equagéo (6), o que

deveria acontecer com os valores dessas diferengcas?

A partir dos dados obtidos, determine o valor mais provavel de 1 e sua

incerteza.

Calcule a velocidade do som no ar, com sua incerteza. Compare com o

resultado obtido no item 4.3.2.
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4.4 Apéndice: Ondas estacionarias em uma corda
A solucao geral da equagao de onda harmdnica nos permite escrever:
z(x,t) = Acos(kx) cos(wt) + B cos(kx) sen(wt) + (7)
+ C sen(kx) cos(wt) + D sen(kx) sen(wt)

onde z é amplitude da onda no ponto x da corda e tempo t. Outra combinagao
possivel para uma onda periédica no espaco e no tempo seria z(x,t) =
A cos(kx) cos(wt). A forma empregada na equagao (7) € a combinagdo mais

geral, no entanto.

Para que a relagao acima resulte em uma onda estacionaria, precisamos
escolher apropriadamente os parametros A, B, C e D. Se a corda tem
comprimento x = L, partindo de x = 0, pela definicdo de onda estacionaria,
devemos ter extremidades fixas em x =0 e x = L. Isto equivale a escrever
z(0,t) = z(L,t) =0 para qualquer tempo t. Se z(0,t) =0, logo Acoswt +
B sen wt = 0 para todos os tempos. Isto é possivel se A = B = 0, resultando

em:
z(x,t) = (C cos(wt) + D sen (wt)) sen (kx) (8)

O termo C cos(wt) + D sen (wt) pode ser rescrito na forma z, cos(wt +
¢). Isto pode ser feito se tomarmos C = z,cos(¢p) € D = —zysen (¢). A

equacao da onda agora tera a forma:
z(x,t) = zycos(wt + ¢)sen (kx) (9)

Ainda é necessario estabelecer a relagdo que diz que z(L,t) = 0 para
todos os tempos t, pois a extremidade da corda (x = L) ndo vibra. Por

comparagao com a equagao acima, temos que:

sen (kL) =0 (10)
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A forma descrita na equacéao (9) descreve uma onda estacionaria. Para
qualquer ponto entre x = 0 e x = L, a corda se move harmonicamente para
cima e para baixo no tempo, com uma amplitude z,sen (kx) que varia de ponto
a ponto ao longo da corda. A equacgao (10) implica na fixagcdo da extremidade
da corda. Para ser satisfeita, o argumento da funcdo seno deve ser qualquer

positivo inteiro multiplo de , ou k assumir valores discretos:

kn:"L—”,paranzl,Z,B,... (11)

Como k = 2m/A, esta condicdo se aplica no comprimento de onda da

onda estacionaria, limitando apenas alguns comprimentos de onda permitidos:

Ay = i—:=%L, paran=1,2,3,.. (12)

As ondas permitidas sdo chamadas de modos — padrbes de vibracéo
permitidos — da onda estacionaria. Assim, teremos o modo fundamental ou
primeiro harménico quando n = 1. Os valores de n = 2, 3, ... sdo chamados de

segundo harménico, terceiro harmdnico e assim subsequentemente.
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Pratica 5: Calorimetria

5.1 Objetivos

Determinar o calor especifico de um solido e o calor latente de
condensagado da agua, utilizando um calorimetro com capacidade térmica

determinada experimentalmente.

5.2 Introdugao

Considere dois corpos A e B, a diferentes temperaturas t, e t,,
respectivamente, tais que t, > t,. Ao coloca-los em contato, ocorre uma
transferéncia de energia térmica (calor) do corpo A para o corpo B. A
transferéncia de calor cessa ao ser atingido o equilibrio térmico entre os dois

corpos, ou seja, quando suas temperaturas se igualam t; = t,.

A quantidade de calor Q corresponde a quantidade de energia térmica
trocada pelos corpos. Assim sendo, no sistema internacional, a unidade de
quantidade de calor é o Joule (J). Por razbes historicas, outra unidade é

também usada, a caloria (cal), cuja relagdo com o Joule é: 1 cal = 4,186 J.

5.2.1 Calor especifico

Quando um corpo muda sua temperatura desde um valor inicial t; até
uma temperatura final t;, a quantidade de calor Q recebida (ou cedida) depende

diretamente de sua massa m e da variagéo de temperatura At = t; = t;:

Q = cmAt (1)
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sendo o coeficiente de proporcionalidade ¢ denominado calor especifico do
corpo, uma propriedade especifica do material que o constitui. Diferentes
substancias apresentam distintos valores de calor especifico, os quais também
dependem da fase (sdlida, liquida ou gasosa) em que ela se encontra. Na
tabela 5.1 sdo mostrados valores de calor especifico para algumas

substancias.

Tabela 5.1 - Calor especifico de algumas substancias e materiais.

Substancia / Material c (cal/g°C)

Gelo 0,500
Agua (liquido) 1,000
Agua (vapor) 0,480
Madeira (pinus) 0,600
Isopor 0,330

Concreto 0,180 - 0,230
Rocha 0,200
Aluminio 0,218
Cobre 0,093
Latao 0,092
Prata 0,056
Ouro 0,032
Etanol (a 0°C) 0,131
Freon R-12 (a —18°C) 0,217

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

5.2.2 Calor latente: transi¢coes de fase

Existem outros fendbmenos térmicos em que, embora ocorram trocas de
calor, a temperatura permanece constante. E o que acontece quando o estado
fisico da substancia esta mudando de uma forma para outra: de liquido para
gas, de sdlido para liquido, de uma forma cristalina para outra etc. Esses

processos sao as transi¢des de fase. A energia térmica entregada (ou cedida)
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ao corpo nao modifica sua temperatura, porém, afeta a organizagado molecular.
A quantidade de calor necessaria para que um corpo mude de fase, mantendo

sua temperatura fixa, é proporcional a sua massa m:
Q=mlL (2)

sendo a constante de proporcionalidade L, denominada calor latente, uma
caracteristica da substancia e do tipo de transicdo de fase. Assim, com a
convencgao Q > 0 quando um sistema recebe calor, e Q < 0 quando cede, o
calor latente podera ser positivo ou negativo, dependendo da mudancga de fase
ocorrer com ganho ou perda de calor pelo sistema. Na tabela 5.2 séo

mostrados alguns valores caracteristicos.

Tabela 5.2 - Calor latente de algumas transices de fase.

Transicao L (cal/g)
Fusao do Gelo (a 0°C) 80
Solidificagéo da Agua (a 0°C) -80
Vaporizagao da Agua (a 100°C) 539
Condensacdo do Vapor da Agua (a 100°C) -539

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

5.2.3 Medicao das trocas de calor: o calorimetro

Vamos considerar um sistema termicamente isolado, em que ndo ha
troca de calor com o meio ambiente. Se N corpos, com temperaturas diferentes,
forem colocados no interior desse sistema, havera troca de calor entre eles de
tal forma que a soma algébrica das quantidades de calor AQ; trocadas até o

estabelecimento do equilibrio térmico, sera nula.
Q=0 (3)
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Isso deve ocorrer porque a energia total do sistema, isolado do ambiente,
deve ser constante.

No estudo das trocas de calor, 0os corpos ou substancias sado colocados
no interior de calorimetros, dispositivos que isolam termicamente a amostra do
meio exterior (figura 5.1). O desenho e a escolha de materiais do calorimetro
visam minimizar a condugao térmica com a amostra estudada. Porém, é
inevitavel que algumas partes do calorimetro participem das trocas de calor que
ocorrem em seu interior e ele mesmo mude de temperatura. Para considerar
esse efeito, é definida a capacidade térmica C do calorimetro. Esse valor
constante permite relacionar a quantidade de calor envolvida na variagéo de

temperatura que o calorimetro sofre:

Q=CAt (4)

Figura 5.1 - Calorimetro.

isolamento
térmico

termometrx copo de aluminio

interno

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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A Fisica e a Engenharia Civil: massa térmica

O projeto da resposta térmica de uma construgio esta baseado em conceitos como isolamento térmico
e inércia térmica (“massa térmica”). O isolamento visa reduzir a transferéncia de calor entre o ambiente ¢ o
prédio e depende de propriedades como a condutividade térmica dos materiais ¢ a emissividade das
superficies. A inércia térmica de uma construgio estd relacionada com outra propriedade: a capacidade
térmica (ou seja, a quantidade de calor requerida para produzir uma certa vatiagio de temperatura em um
corpo). Estruturas com grandes massas ¢/ou feitas de materiais com valores altos de calor especifico
responderdo, com pequenas variagdes de temperatura, as trocas de calor com o ambiente. Esse principio é
amplamente aproveitado em construgdes de regides desérticas, que expetimentam grande amplitude térmica
entre o dia e a noite. O calor absorvido pelas paredes grossas, no decorrer do dia, ¢ liberado durante a noite,
amortecendo a variagao térmica no ambiente interno. O efeito é favorecido pelo uso de materiais organicos
na estrutura, por exemplo, o adobe, que, em geral, possui valores de calor especifico maiores que muitos
materiais inorginicos. Uma outra forma de potencializar o amortecimento térmico ¢ aproveitando o calor
latente associado as transi¢des de fase: a absorcio/liberacio de calor sem vatiacdo de temperatura. Tém
sido desenvolvidos compostos com base em polimeros e parafinas que apresentam transi¢oes de fase sélido-
sélido na faixa de temperatura de conforto térmico (20°C). Painéis rigidos, feitos desses materiais, podem
ser aplicados como revestimento de paredes e tetos, sendo capazes de reduzir a extensao da oscilagao
térmica didria em até 7°C.

5.2.4 Determinagao da capacidade térmica de um calorimetro

Para determinar a capacidade térmica de um calorimetro, vamos
considerar uma quantidade de agua de massa m,, inicialmente a uma
temperatura t,;, em equilibrio no interior do calorimetro. Uma segunda
quantidade de agua, de massa m,, a uma temperatura t,, sera colocada no
interior do calorimetro. Se o calorimetro fosse ideal, com capacidade térmica
nula, a transferéncia de calor entre essas quantidades de agua seria descrita

como:

myca(ty — t1) + maca(ty — ;) = 0 (5)

em que t; € a temperatura final de equilibrio do sistema e c, € o calor especifico

da agua.

Entretanto, num calorimetro real havera sempre troca de calor com as
substancias colocadas em seu interior e, portanto, deveremos adicionar essa

quantidade de calor trocada a equacgao (5).
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myca(tr —t1) + maca(tr — ) + C(tr —t,) = 0 (6)

Isolando a capacidade térmica do calorimetro na equacao (6), obtemos o

parametro desejado:

to,—t
C= mzcaEt;Tg_mlca (7)

5.2.5 Determinagao do calor especifico de um sélido

Para determinar o calor especifico c¢,, de um corpo metalico, podemos
considerar que uma quantidade de agua de massa m,, a uma temperatura t;,
esteja em equilibrio no interior de um calorimetro com capacidade térmica C. O
corpo metalico, de massa m,, é, entdo, preparado a uma temperatura inicial t,
diferente da temperatura da agua no interior do calorimetro e é introduzido
rapidamente no mesmo. Apds certo tempo, o conjunto atinge o equilibrio
térmico na temperatura final t;. As trocas de calor entre os componentes devem

satisfazer a seguinte relagao:
myca(tr — t1) + macy(tr —t2) + C(t; — ;) = 0 (8)
Assim, temos:

Cm = (myca+O)(ty—ty) (9)

mz(tz—tf)
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A Fisica e a Engenharia Mecidnica: arrefecimento de motores

O calor gerado durante o funcionamento de um motor de combustao deve ser retirado rapidamente do
sistema através do sistema de arrefecimento. O calor deve ser transferido para o liquido de arrefecimento,
passando através das galerias internas do motor. A principal propriedade do liquido é possuir um alto valor
de calor especifico, para garantit o menor aumento de sua temperatura. Por esse motivo a dgua é
apropriada, mas a faixa de temperatura em estado liquido precisa ser estendida. A adi¢io de 50% de etileno
glicol desloca as temperaturas de congelamento e ebuli¢io para -33°C e 163°C, respectivamente. A
pressurizacao do liquido pode elevar ainda mais a temperatura de ebuli¢do, fenémeno que ¢é aproveitado
nas panelas de pressao. No liquido sao adicionados anticorrosivos para prote¢io das partes metdlicas ¢ as
borrachas das vedagdes. Uma bomba for¢a a circulagio do liquido pelo motor e, quando se atinge a
temperatura de regime, é derivado para o radiador. Nesse componente ocorre a transferéncia do calor da
dgua para o ambiente, maximizada pela grande 4rea exposta da tubulagio e a passagem forcada de ar pela
superficie. O fluxo de dgua e a rotagdo do ventilador sdo controlados em fungido da temperatura do liquido.
Ap6s essa etapa de esfriamento, o fluido ¢ injetado novamente no motor.

» Como o valot do fluxo de liquido influencia na eficiéncia da retirada de calor do motor? Deve ser
alto, baixo ou existe algum valor 6timo intermediario?

5.2.6 Determinagéao do calor latente de condensacao da agua

Para determinar o calor latente de condensagao L. da agua especifico,
podemos considerar que uma quantidade de agua de massa m;, a uma
temperatura t,, esteja em equilibrio no interior de um calorimetro com
capacidade térmica C. A esse calorimetro pode ser acoplado um tubo que
conduza vapor de agua, conforme mostrado na figura 5.2. Com isso, durante o
tempo que a conexao for mantida, ingressara no calorimetro uma massa de
vapor m,, com temperatura t., que condensara totalmente. Na situagao final, o
sistema completo (agua, vapor condensado e calorimetro) estabiliza numa

temperatura comum t;. As trocas de calor no processo completo satisfazem a

seguinte equagao:

myca(ty — t1) + myLe + maca(ty —to) + C(tr — ) =0 (10)
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em que o segundo e o terceiro termos dessa expressao estdo relacionados,
respectivamente, com o processo de condensagdo da massa m, de vapor de
agua e com a variagao de temperatura dessa mesma massa, ja condensada,

de t. para ty. A partir da equagéo (10) obtemos o valor do calor de condensagéo

da agua:

_ meatOtsty) o) (1)

m;

Lc

Figura 5.2 - Montagem experimental para medida do calor de vaporizagéo da agua.

termometro

___ armadilha g i
' de liquido i garrafa

calorimetro

aquecedor
\elétrico

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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A Fisica e a Engenharia: calorimetria diferencial por varredura

A analise da resposta térmica de um material, em meio a troca de calor, pode fornecer informagoes
importantes sobre sua composicio, estrutura e transformagoes, através de mudancgas de fase ou reacoes
quimicas. A Calorimetria Diferencial por Varredura (conhecida como DSC — Differential Scanning Calorimetry)
¢ uma técnica que permite detectar essas mudancas e até medir o valor de calor especifico em func¢io da
temperatura. Nesse tipo de calorimetro, um fluxo de calor constante é entregue a2 amostra de material que
estd em contato com uma amostra de referéncia inerte. A diferenca de temperatura, entre as amostras, ¢
medida em funcio do tempo, sendo obtido um grafico de calor absorvido pela amostra de interesse, em
funcio de sua temperatura. A presenca de picos nesse grafico revela a ocorréncia de transi¢des de fase ou
reagoes quimicas, pois, nesses processos, a amostra absorve (processo endotérmico) ou libera calor
(processo exotérmico) sem variar sua temperatura. Assim, por exemplo, uma transi¢io de fase de fusdo é
um evento endotérmico: energia é entregue a0 matetial para separar as moléculas/4tomos, nio havendo
aumento de temperatura.

Curva de andlise térmica para uma amostra do polimero poliétercetona

»
R

3 ) fusdo [|T,=339°C
E transigo vitrea usdo |1y
R T =138°C 1
S B
E
k]
o
©
]
o
S
w
o
o
© 16
2 cristalizagdo
a T =169°C

14 . . A . " .

50 100 150 200 250 300 350 400

temperatura (°C)

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Na figura ¢ mostrada a curva de analise térmica para uma amostra do polimero poliétercetona. Abaixo
de 169°C, o polimero se encontra em estado vitreo; ndo ha ordem estrutural das cadeias poliméricas. O
diagrama mostra um evento endotérmico em aproximadamente 140°C, correspondente a transi¢do vitrea:
nessas temperaturas, as cadeias podem realizar movimentos cooperativos que estavam restritos em
temperaturas mais baixas, o que provoca uma absor¢ao maior de calor. Nesse regime, a fluidez do material
aumenta. A 169°C ocorre um evento exotérmico de grande intensidade: a transi¢io de cristalizagio. Ao
aumentar a mobilidade molecular, as cadeias podem assumir configura¢des que minimizam as energias de
interagio interatémicas. Essas configuraces correspondem ao estado cristalino, cuja estrutura molecular é
ordenada e periddica. O excesso de energia potencial interatomica do estado vitreo, com relagio ao
cristalino, ¢ liberado como calor. A 339°C se observa um evento endotérmico intenso, correspondente 2
fusio do cristal. O calor absorvido pelo material, correspondente ao calor latente de fusio, é a energia
térmica necessatia para separar as moléculas do sélido, vencendo as forgas interatOmicas atrativas.
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5.3 Parte experimental

5.3.1

5.3.2

b)

Determinacgao da capacidade térmica do calorimetro

Coloque, uma massa de agua (m;~120g) no interior do calorimetro,
inicialmente a uma temperatura cerca de 10°C abaixo da temperatura

ambiente.

Meca continuamente a temperatura no interior do calorimetro, até o

sistema entrar em equilibrio térmico, com temperatura ¢;.

Adicione, entdo, ao calorimetro, uma segunda massa de agua
(m,~120g), a uma temperatura t, cerca de 20°C acima da temperatura

ambiente.

Espere novamente o sistema entrar em equilibrio € meca sua

temperatura ¢;.

Determine a capacidade térmica do calorimetro utilizando a equacao
(7). Compare esse resultado com o valor da capacidade térmica do
copo de aluminio: Ceopo = MeopoCar- Qual € a relagao entre eles? Quem

deveria ser maior?

Determinacgao do calor especifico de um metal

Coloque, uma massa de agua (m;~200g) no interior do calorimetro,
inicialmente a uma temperatura cerca de 10°C abaixo da temperatura

ambiente.

Meca continuamente a temperatura no interior do calorimetro, até o

sistema entrar em equilibrio térmico, com temperatura t;.
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5.3.3

Coloque, entao, no interior do calorimetro, uma peca de metal com

massa m, e temperatura t, igual a temperatura de ebulicdo da agua

Espere novamente o sistema entrar em equilibrio € meca sua

temperatura ¢;.

Determine o calor especifico do metal utilizando a equagao (9) e
compare com o valor tabelado. Discuta seus resultados. Se necessario,

repita o procedimento.

Determinacgao do calor latente de condensagao da agua

Mediremos o calor latente de condensacédo da agua, L., utilizando o

dispositivo mostrado na figura 5.2. Um baldo contém agua em ebuli¢ao, sendo

o vapor conduzido através de um tubo de vidro até o interior de um calorimetro.

O bulbo de vidro serve como armadilha para coletar gotas de agua que,

eventualmente, venham condensar durante o trajeto, garantindo, assim, que

somente vapor ingressara no calorimetro.

a)

b)

Sem colocar o tubo de vidro no interior do calorimetro, aquega agua no
baldo até atingir a temperatura de ebuli¢do, t.. Aguarde até que o
sistema atinja a condicdo de regime estacionario, na qual a agua esta
em ebulicdo e o vapor flui controladamente no tubo de vidro totalmente

aquecido.

Coloque, entdo, uma massa de agua (m;~150g) no interior do
calorimetro, inicialmente a uma temperatura cerca de 10°C abaixo da

temperatura ambiente.

Meca continuamente a temperatura no interior do calorimetro, até o

sistema entrar em equilibrio térmico, com temperatura t;.
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d) Introduza o tubo de vidro no interior do calorimetro, conforme mostrado

na figura 5.2.

e) Meca continuamente a temperatura do calorimetro até que ele atinja
cerca de 70°C. Isso equivale, aproximadamente, a entrada de 20g de

vapor no calorimetro.

f) Retire o tubo de vidro do calorimetro, tampe, espere o sistema entrar

em equilibrio e mecga a temperatura t; no interior do calorimetro.

g) Determine a massa m, de agua condensada conhecendo a massa do
copo do calorimetro e a massa inicial m,; de agua colocada inicialmente

nele.

h) Determine o calor latente de condensagao da agua através da equagao

(11). Discuta seu sinal e compare com o valor tabelado.
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Pratica 6: Processos térmicos em gases

6.1 Obijetivos

Nesta pratica serdo estudados processos térmicos em gases.
Inicialmente, sera determinado o valor do fator y do ar, definido como a razao
entre os calores especificos a pressdo e a volume constantes (y = c¢,/c,),
utilizando os métodos de Clément-Desormes e de Ruchardt. Sera, também,
determinada a temperatura de zero absoluto utilizando um termémetro de gas

a volume constante.

6.2 Introducgao

6.2.1 Fatorydo ar

Um processo adiabatico € aquele em que o sistema nao troca calor com
o exterior. Para verificar como a pressao e o volume de um gas ideal variam
durante um processo adiabatico precisamos de dois ingredientes.

Primeiramente, precisamos da equacgao de estado de um gas ideal, dada por:
PV = nRT = NkT (1)

em que n € o numero de moles do gas, N o numero de moléculas do gas, R é
a constante dos gases e k a constante de Boltzmann, ou seja, Nk =nRouR =

NA k, sendo NA o numero de Avogadro.

O outro ingrediente é o Teorema da Equiparticdo da Energia, o qual diz
que, em um gas ideal em equilibrio, a temperatura T (em Kelvin), a energia

média de cada molécula por grau de liberdade é:
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~kT (2)

Ou seja, a energia total do gas é:

U =LNkr =Lnrr (3)

na qual f € o numero de graus de liberdade da molécula do gas (naquela
temperatura). Em um processo adiabatico ndo ha troca de calor e, portanto, a
conservacao de energia diz que a variacdo de energia dU deve ser igual a

menos o trabalho dW realizado pelo gas.
dU +dw =0 (4)

A variagao do trabalho realizado pelo gas, pode, ainda, ser escrita da

seguinte forma:

dW = PdV (5)
De (3) e (5) temos:
dU =LnRdT = —dw = —Pdv (6)
De (1) temos:
VAP + PdV = nRdT (7)
Logo,
Lwap +pav) = —pav - Lvap = - (1 + ’zi) PdV (8)
Definindo y = fsz temos:
VdP = —yPdV — %P = —y%v — dlog(P) = —d log(V") 9)

Ou segja,
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d [log(PV")] =0 (10)
e, portanto,
PVY = constante 11)

A capacidade calorifica é definida como a razao entre o calor absorvido

e 0 aumento de temperatura. Assim:
AQ = CAT (12)

Para um processo a volume constante, o gas nao realiza trabalho e o

calor é utilizado somente para aumentar a energia. De (3) temos:
_f
AQ = ZnRAT (13)
Logo, a capacidade calorifica, a volume constante, é:
¢y =Lnr 14
v=35n (14)

Se o processo é feito a pressao constante, entao, o calor é utilizado para
mudar a energia e, também, realizar trabalho, ou seja:

AQ = AU + AW (15)

De (1) temos que, a pressao constante:

PAV = nRAT (16)
Logo,
£Q =LnRAT + nRAT = (1+L) nRraT (17)
e
Cp=(1+L)nr (18)

Concluimos, entao, que
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£ —yeCp—Cy=nR (19)
Cy

Como o calor especifico pode ser obtido da capacidade calorifica,
simplesmente dividindo pela massa, a raz&o entre o calor especifico a pressao
constante ¢, € o calor especifico a volume constante c,,, também ¢é igual a

constante y, ou seja:

y=2 (20)

cy

6.2.1.1 O método de Clément — Desormes

O calor especifico de sodlidos e liquidos usualmente é medido com a
amostra em condigdes atmosféricas e sem controle do volume do material. Por
esse motivo, trata-se de calores especificos medidos a pressao constante cp.
Esse foi o caso do experimento realizado na Pratica 5, cuja peca de metal se

encontrava essencialmente a pressao atmosférica.

No caso de um gas, € muito mais simples fazer o experimento com o gas
contido em um recipiente rigido, como, por exemplo, uma ampola de vidro com
pouca expansao térmica dentro da faixa de temperatura do experimento. Desse
modo, nessa condicdo, o valor medido € o calor especifico a volume constante
cy. O valor de ¢, de um gas é maior que ¢y, pois, no experimento, a pressao
constante, o calor entregue ao material provoca também expansao do gas, o
que significa que parte dessa energia foi convertida em trabalho e ndo em

aumento da energia térmica do corpo.

A razao entre os calores especificos a pressdo e volume constante
(equacao 20), € um valor que aparece frequentemente na descricdo de
processos termodindmicos feitos com gases. Essa razdo pode ser medida

através de processos isobaricos e isocéricos, determinando-se o calor
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especifico a pressao e volume constante, respectivamente. Isso foi feito, pela
primeira vez, em 1819 pelos quimicos Charles-Bernard Desormes e Nicolas
Clément. O método consiste em aplicar sobre o gas, suposto ideal, uma
sequéncia de dois processos ilustrados na figura 6.1: uma expanséao adiabatica

do estado (1) até (2), e um aquecimento isocoérico desde (2) até (3).

Figura 6.1 - Diagrama P-V para o processo aplicado sobre o0 gas no experimento de
Clément — Desormes. Entre o estado inicial (1) e o (2) o processo é
adiabatico e entre (2) e (3) é isocorico.

b
i

Pressao

Pl

Vi Volume Vs

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

No estado inicial de equilibrio (1), certa quantidade n de moles de gas se
encontram a pressdo P; acima da pressdo atmosférica, com volume V; e
temperatura T; igual a temperatura ambiente. Uma expansdo adiabatica é
realizada até o estado (2) com pressao P, igual a pressado atmosférica, volume

V, e temperatura T, menor que a temperatura ambiente. Imediatamente é
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realizado um aquecimento isocérico até o estado (3), a temperatura ambiente

T, e pressao Pj.

Para calcular o fator y do gas, consideramos a relacao entre P e V no
decorrer de um processo adiabatico, conforme a equacdo (11). Assim,

podemos escrever que:
PV =pruY (21)
Dessa relagao, é possivel chegar a escrever o fator y como:

y = ln(g—i)
ln(ﬁ)

V2

(22)

Para obter o resultado apenas em termos de pressdes e n&o de volumes
que, na pratica, seriam dificeis de medir com precisdo, pode-se considerar
agora o processo isocérico entre (2) e (3) e o fato que os estados (1) e (3) se

encontram sobre a mesma isoterma de temperatura T;. Resulta assim:

= —piC 23
Y ln( ) (23)

6.2.1.1.1 Medida das pressoes

No experimento montado no laboratério, as pressdes serdo medidas
usando um mandémetro de coluna de agua aberto num extremo, tal como

indicado na figura 6.2.

Nesse caso, as pressodes, em fungéo da altura h da coluna, resultam em:
Py = Pyry + pghy

P, = Pyry (24)
Py = Pyry + pghs
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Figura 6.2 - Experimento de Clément — Desormes. A esquerda esta ‘mostrado o
esquema do dispositivo com o mandmetro acoplado. A direita, a
montagem experimental com a bomba manual para pressurizagao do gas
na garrafa e o manémetro com coluna de agua.

N Pyram
Tampao 1
Coluna
aberta
h
Garrafa | ®W-———""® -
de vidro

contendo ar

Mandmetro
de coluna
\. J de agua

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

Observe que para P,, que é igual a pressao atmosférica P41y, a altura da
coluna de agua deve ser nula (h, = 0). Com essas expressdes e com a
equacao (23) ja é possivel calcular y a partir das medidas de Py, by € hs. NO
entanto, é possivel ainda obter uma expressao mais compacta para y. Para

isso, reescrevemos as pressdes P; e P; da seguinte forma:

Py = Paray (1+22%2) @ Py = Pypyy (1 +222) (25)

Parm Parm
Podemos, entao, utilizar uma expressao da fungao logaritmo na forma de
uma série infinita:

3 4

In(1+x)=x -2+ - 4. (26)
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que é valida quando |x| < 1. Quanto mais termos forem considerados na série
do lado direito, mais préximo sera o resultado da soma ao valor de In(1 + x). A
aproximagao mais simples dessa expressao, valida quando x € muito pequeno

(x «< 1), é simplesmente considerar o primeiro termo da série
In(14+x) ~x (27)

Combinando as equacgdes (23) e (25), é possivel usar a aproximagao (27)

nos logaritmos resultando na expressao aproximada:

_
" Rhi—h3

14 (28)

6.2.1.2 Método de Ruchardt

Empurrando ou puxando o émbolo de um recipiente, que contém um gas,
e soltando-o, ele oscilara em torno da posicéo de equilibrio; existe sobre o gas
uma forga restauradora que, quando AV < V,, € analogo a for¢a que atua na
mola de um sistema massa-mola deslocado da posi¢ao de equilibrio. O gas
contido no recipiente é, assim, analogo a uma mola. Considere um recipiente
de volume V que contém um gas (no caso ar) e onde se coloca um tubo vertical

conforme mostra a figura 6.3.

Uma esfera de ago de massa m e didmetro ligeiramente menor do que o
didametro interno do tubo é colocada nele, funcionando como um émbolo para
0 gas contido no recipiente. Quando a esfera esta na posi¢cao de equilibrio, a

pressao no interior do recipiente € dada por:
P = Pyrm + % (29)

na qual A é a area da secgéao transversal do tubo.
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A Fisica e a Engenharia: o motor de combustio interna

Os motores de combustio interna a gasolina sdo o exemplo mais comum de maquinas térmicas. O
principio de funcionamento pode ser descrito pela sequéncia de processos termodindmicos conhecidos
como ciclo de Otto, mostrado na figura a seguir, a esquerda, que é implementado pelo sistema mecinico
mostrado na figura, a direita. As substancias submetidas a esses processos sdo a mistura de ar e goticulas de
gasolina injetadas na cAmara de combustio. O ciclo de Otto de quatro tempos esta definido pelas seguintes
etapas:

“ vélvula de valvula de

injecdo yelade Exaustio
Ingnicio

etapa de
poténcia

Camara de
combustao

Pressao

Pistao

etapa de _.etapa de
compressao - exaustao
T > Virabrequim. ‘
Vi Volume Viax

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

a = b: Uma compressio da mistura realizada rapidamente pelo pistdo, que pode ser considerada
aproximadamente adiabatica.

b = c: A combustio da gasolina na mistura, induzida com a faisca gerada pela vela de ignicio. O
processo de igni¢do libera calor e aumenta a pressdo e temperatura muito rapidamente, sem movimentar
inicialmente o pistdo. Portanto, essa etapa pode se aproximar por um processo isocérico (volume
constante). A energia associada a combustio pode ser dimensionada conhecendo o valor do calor de
combustio da substincia colocada em ignicio com o oxigénio. Para gasolina, em condi¢es padrio de
pressdo e temperatura, é de 47MJ/Kg.

¢ = d: A explosio eventualmente acelera o pistdo que gira o virabrequim: essa é a etapa de poténcia (¢
aqui que o motor produz trabalho mecanico til). Como o descolamento ¢é rapido, a expansao do gas pode
ser considerada adiabatica.

d - a: No final do percurso do pistdo, é necessério liberar o gis de exaustdo do cilindro e injetar ar e
gasolina novos. O gis, ainda quente, ¢ liberado pela abertura da valvula de exaustdo. A valvula é fechada e,
imediatamente, ¢ aberta a valvula de inje¢do que permite a entrada de gasolina e ar na temperatura ambiente.
O efeito de todo esse processo de exaustio equivale a manter o volume de fluido constante e liberar calor
para o extetior, podendo ser aproximado por um processo isocorico. A partir desse ponto, 0 motor esta
preparado para reiniciar o ciclo.

(continua)
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A Fisica e a Engenharia: o motor de combustio interna (continuagio)

A razdo entre os volumes maximos e minimos atingidos no ciclo ¢ a razio de compressio do motor
Vmax
r =

T Quanto maior esse fator ¢, maior ¢ a capacidade do motor realizar o trabalho. Valores tipicos,
MIN

para motores de carros, variam entre 8 e 12. O coeficiente de eficiéncia maxima do motor ¢é definido como
< . . N w
a razdo entre o trabalho total W produzido no ciclo pelo calor @, gerado na combustio: e = P Para um

ciclo Otto idealizado, supondo que a mistura se comporta como um gas ideal, resulta em:

1

e=1-—or
ry-1

Portanto, o fator y = ¢p/cy do fluido de combustio ¢ fundamental para definir a eficiéncia do motor.
Como exemplo, para um sistema com 7 = 10, assumindo o valor de y do ar (1,40), a eficiéncia maxima
termodinamica seria 0,60. No entanto, a eficiéncia dos motores reais é consideravelmente mais baixa, da
ordem de 0,40, devido ao atrito das partes méveis, transferéncia de calor para o cilindro e pistdo e menor
calor de combustio da mistura, entre outros fatores.

Figura 6.3 - Montagem utilizada nas medidas do método de Ruchardt.

p———s d X I | i

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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Se a esfera é deslocada de uma distancia y da posicao de equilibrio, o

volume do recipiente variara de:
dV = Ady (30)

A pressao também varia devido ao deslocamento da esfera, provocando

uma forga restauradora sobre ela, dada por
dF = AdP (31)

Como as oscilagdes da esfera sdo rapidas, as variagdes de volume e de

pressao podem ser consideradas adiabaticas, de maneira que:
PVY = constante — VYdP + yPVY~1dV = 0 (32)

Combinando as equacbdes (30), (31) e (32), obtém-se para a forga

restauradora:

F=-12%y (33)

Fazendo analogia com a forgca restauradora de uma mola (F = —ky),
podemos escrever para o periodo de oscilagdo da esfera:

T =2 | (34)
(%)

14

em que P é dada pela equagéao (29).
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A Fisica e a Engenharia: refrigeradores

Num processo de expansio adiabatica de um gis, o volume aumenta, nio ha troca de calor com o
ambiente e a temperatura diminui. Esse fen6meno ¢ a base das maquinas que bombeiam calor, como, por
exemplo, os aparelhos de ar-condicionado ou refrigeradores. Essas maquinas usam um caso particular de
expansio adiabatica, chamada de efeito de Joule-Thompson, que ocorre ap6s um gas ser forgado a passar
por uma pequena abertura (uma valvula capilar ou um meio poroso).

vapor eliquido a baxa
pressioetemparura

vélvula de epansdioc
efetoJoule Thompson

calor absorvido  evaporador
do recinto T
Nquido a alta pressdo e
temperatura abatoda
ambiente

ealor liberado
30 ambiente

Conden saxior et

vapor 3 baixa pressio Lo
e temperatura acima
do recinto

gés 2 ata pressBo e
temperatira acima da
ambiente

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

A figura mostra um esquema do refrigerador por compressio de vapor, que é o sistema comumente
utilizado em geladeiras. Existe um fluido, por exemplo, o gas freon, que circula pelo sistema em ciclo
fechado impulsionado por um compressor. O gis ¢ pressurizado até passar para o estado liquido e é injetado
na valvula de expansiao. Apds a passagem pela vélvula, a temperatura cai bruscamente e ha vaporizagao
parcial do liquido devido a queda de pressao. Essa mistura fria de vapor e gotas de liquido circula pelo
evaporador (uma tubulagdo de cobre longa em forma de serpentina). Nas geladeiras, ¢ a tubulagdo que fica
na parte supetior, envolvendo a cavidade do freezer. Como o fluido estd mais frio que o conteido do
freezer, o liquido absorve calor suficiente para transpor-se em estado de vapor. Como foi analisado na
pratica de calorimetria, nessa transi¢ao ¢ absorvido calor (calor latente de vaporiza¢do) sem mudanga de
temperatura. Dessa forma, o fluido consegue extrair calor do recinto de esfriamento.

O compressor retira esse fluido, agora em estado de vapor, e injeta-o na segiao do condensador (uma
serpentina de cobre em contato com o ambiente). Na geladeira, ¢ a tubulagio que fica na parte externa. O
compressor aumenta a pressdo e a temperatura do gas, acima da temperatura ambiente, que ¢ injetado no
condensador. Ao passar pela serpentina do condensador, em contato térmico com o ambiente, o gas libera
calor e condensa (calor latente de condensacio). Dessa forma, o calor foi bombeado de uma cavidade (o
freezer ou a sala refrigerada) para o ambiente externo. Nesse ponto, o ciclo é repetido novamente para
continuar com a extra¢io de calor. Um par bimetalico desliga o compressor quando a temperatura do recinto
atinge um valor de referéncia minimo e liga novamente quando a temperatura chega acima do limite maximo
tolerado. O aparelho de ar-condicionado funciona de forma semelhante, com a adi¢do de ventiladores no
condensador e no evaporador para fazer, de maneira mais eficiente, a troca de calor com os ambientes
externo e interno, respectivamente.
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6.2.2 Expansao térmica dos gases: zero absoluto

Aumentando-se a temperatura de um gas, contido em um recipiente, ele
podera expandir de diversas maneiras, ja que a pressdo e o0 volume podem
variar simultaneamente. Evidentemente, podera haver apenas mudanca de
volume se mantivermos a pressdo constante ou ele exercera pressoes

diferentes se o volume for mantido constante.

Poderiamos realizar essa expansao colocando o gas em um cilindro
fechado por um émbolo, que pode ser deslocado sem atrito, no qual atua uma
pressao constante. Experimentalmente, pode-se observar que a variagdo de
volume a pressao constante é praticamente proporcional ao volume inicial € a
variagcao de temperatura. Se a temperatura inicial do gas é 0°C e seu volume

inicial é V, o volume V (T), a temperatura T (°C), sera dado por:

V(T) =Vo(BT + 1) (35)
em que B é o coeficiente de dilatagdo do gas a pressao constante. Tipicamente,
f = 0,003660°C™ ! = 2—;3 °C~1 e pode ser considerado como o coeficiente de
dilatacédo dos gases ideais a pressao constante.

Se, agora, aumentarmos a temperatura do gas, mantido a volume
constante, sua pressao devera variar linearmente com a temperatura. Se a
temperatura inicial do gas é 0°C e sua presséo inicial é P,, a presséo P(T), a
temperatura T (°C), sera dado por:

P(T) = Py(BT + 1) = P,BT + P, (36)

em que S, nesse caso, é o coeficiente de dilatacdo do gas a volume constante.
Isso pode ser feito, pois os coeficientes de dilatacdo sdo idénticos para o gas

ideal, enquanto que para os gases reais, ambos coeficientes sdo muito

préximos (ﬁ = % °C‘1). Substituindo esse valor na equagao (36) temos:
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P(T) =Py (1+5) (36)

Nesse caso podemos observar que, para T = —273°C, obtemos presséo
nula. Denominamos essa situacdo de temperatura de zero absoluto € é a

menor temperatura que se pode alcancar fisicamente.

6.3 Parte experimental: fator y do ar

6.3.1 Meétodo de Clément — Desormes

O recipiente utilizado para conter o gas (ar) sera um garrafao de vidro
com um mandmetro de agua acoplado, como mostrado na figura 6.2. A garrafa
tem uma valvula que permite tampar/destampar (equivalente ao mostrado na
figura 6.2.b) e uma entrada adicional acoplada a uma bomba manual, que
permite aumentar a pressao interior do gas. O procedimento sugerido esta

indicado a seguir, seguindo a sequéncia ilustrada na figura 6.4.

a) Tampe o garrafédo e, utilizando a bomba manual, injete certa quantidade
de ar no mesmo para aumentar a pressao interna. Espere o sistema
entrar em equilibrio (observe a estabilizagdo da leitura do manémetro)
num estado com temperatura ambiente T, e pressao P, (altura h; no

mandmetro). Esse é o estado inicial (1). Registre o valor de h,.

b) Abra e feche rapidamente a valvula do garrafao. Com isso, pressao
interna deve ficar igual a pressdo atmosférica: P, = P;r),. Como o
processo de abrir e fechar a valvula é rapido, o gas que esta no interior
do garrafdo ndo tem tempo de trocar calor com o ambiente nesse
intervalo de tempo; a condutividade térmica do vidro é baixa. Portanto,
0 processo pode ser considerado adiabatico. Quando o tampéao é

fechado, estamos no estado (2).
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c) Imediatamente apds a expansao adiabatica, o gas deveria estar numa
temperatura T, menor que a temperatura ambiente. Espere um certo
tempo até a temperatura do sistema atingir a temperatura ambiente T;.
Como a garrafa é rigida, o processo ocorre com volume constante V,
(processo isocérico). Quando o gas atingir a temperatura T, o sistema
estara no estado final (3). Registre a pressao P; nessa condicao (altura

hs; no mandmetro).

d) Calcule y e repita o processo, experimentando diferentes tempos de
abertura do tampéao do garrafao. Decida qual € o mais apropriado para
garantir que os processos estejam seguindo o esperado: tempos curtos
demais talvez ndo sejam suficientes para liberar o excesso de pressao
e atingir a pressdao atmosférica dentro da garrafa; tempos longos
demais séo inconvenientes, pois o0 ar tem tempo de trocar calor com o

ambiente, e 0 processo ja nao podera ser considerado adiabatico.

e) Uma vez escolhido o tempo mais apropriado, repita varias vezes o

processo para fazer uma estatistica sobre y (média e desvio padrao).

f) Deduza as equacgdes (22) e (28) e inclua em seu relatério.

Questoes para serem discutidas durante a pratica e incluidas no relatério:

a) Qual é a quantidade de gas que efetivamente participa do processo
completo (1) > (2) > (3)? E todo o ar que estd no garrafdo apds

pressurizar com a bomba, no estado (1)?

b) Usando valores experimentais, faga um calculo aproximado do niumero

de moles de ar n que efetivamente participaram no processo.
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Figura 6.4 - Representagcdo esquematica dos trés estados considerados no processo
do experimento de Clément — Desormes.

Estado 1 Estado 2 Estado 3
pela bomba
n moles n moles n moles
de ar com de ar com de ar com
Vi 1p.P V2, 15,5 V,,1;.5
— —— ——

Fonte: Elaborada pelos compiladores.

6.3.2 Método de Ruchardt

a) Utilizando o dispositivo esquematizado na figura 6.3, mega o periodo de
oscilagdo da esfera e todas as grandezas necessarias para calcular

o y do ar pela equagéao (34).

b) Discuta o resultado obtido e compare com aquele obtido com o método
de Clément — Desormes. Compare, ainda, com os valores esperados
para gases monoatdmicos (y = 1,67), diatdbmicos (y = 1,40) e

poliatdmicos (y = 1,30).

6.4 Parte experimental: zero absoluto

O termbmetro a gas, a volume constante, consiste em um bulbo de vidro
contendo hélio, que € ligado a um barémetro do tipo Torricelli, cujo desenho

esquematico € mostrado na figura 6.5. O termdmetro é formado por um tubo
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em “U” contendo mercurio em seu interior e com um dos bracgos lacrados para
que a pressao em seu interior seja zero. No outro brago € colocado um baldo
de vidro contendo gas hélio a uma pressao proxima da pressao atmosférica.
Para a leitura de pressao nesse barbmetro, basta observar que a pressao
exercida pelo gas He, no ponto A, é exatamente igual a presséo exercida pela
coluna de Hg sobre o ponto B, a qual pode ser obtida diretamente pela sua

altura H (em cmHg).

Figura 6.5 - TermOmetro a gas a volume constante.

™

Fonte: Elaborada pelos compiladores.
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6.4.1

Determinagao do zero absoluto utilizando um termémetro a
gas

Meca a pressao do gas para diversas temperaturas obtidas da seguinte
forma: i) bulbo mergulhado em agua a temperatura ambiente; ii) bulbo
mergulhado em gelo em fusao; iii) bulbo mergulhado em nitrogénio

liquido (T = —196°C); iv) bulbo mergulhado em agua em ebuligao.
Construa uma tabela com os dados obtidos.

Construa um grafico da pressdo (medida em cmHg) em funcédo da

temperatura (medida em °C).

Determine, pelo método dos minimos quadrados, o coeficiente de
dilatacado dos gases ideais a volume constante (8) e o valor de P,. Com
os valores de B e P,, escreva a equagdo que descreve esse

comportamento.

Utilizando a equagéao determinada no item (d), trace uma reta sobre os
pontos experimentais. A partir da extrapolagdo dessa reta, no gréfico,

determine a temperatura de zero absoluto.
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Anexo 1: Incerteza em medidas diretas

A existéncia de erros aleatérios pode fazer com que o resultado numérico
x;, obtido da medida de uma grandeza fisica X, ndo seja reprodutivel em
ocasiao da repeticao do experimento. Dessa maneira, uma série de N medidas
pode mostrar uma disperséo de valores. Quando a dispersdo € aleatdria,
aparecem valores acima e abaixo do valor verdadeiro com a mesma
probabilidade. Assim, ao calcular a média aritmética dos x;, dada pela equagéao
(1), os erros aleatdrios tendem a se cancelar mutuamente.

i xi
Ziesxi (1)

X =

Para um numero N, suficientemente grande de medidas, podemos
esperar que x se aproxime do valor verdadeiro e o resultado do experimento

seja cada vez mais exato.

Qual sera, entdo, a incerteza provavel associada a dispersdo dos
resultados do experimento? Existem duas formas mais comuns de avaliar o
grau de dispersao: o desvio médio e o desvio padrao. O desvio médio A é
simplesmente a média aritmética dos desvios de cada dado experimental com
relagdo ao valor médio, em maodulo, conforme mostrado a seguir:

N =
p= 2= 2)

O desvio padrao ¢ tem um significado semelhante, utilizando a fungao

quadrado, que também €& sempre positiva, em lugar do mdédulo dos desvios.

Z?’:l(xi_f)z
= (3)

o=
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A raiz quadrada garante que ¢ tenha as mesmas unidades da grandeza
X. Tanto A como ¢ indicam a ordem de grandeza da dispers&o dos dados ao
redor do valor de . Assim, o resultado do processo de medida pode ser
informado fornecendo o intervalo (¥ —o,x + ¢). Um tratamento estatistico
rigoroso mostra que se o experimento for repetido, existe uma probabilidade de

68% de que o valor medido se encontre dentro desse intervalo®.

Assim, o resultado do experimento com sua incerteza, deve ser

representado da seguinte forma:

&
[+
Q

(4)
ou, de forma menos rigorosa:
%+ A (%)

E importante, portanto, entender que o resultado do experimento n3o &,
simplesmente, um numero x, o valor mais provavel, mas um intervalo de
confidéncia que da uma ideia da magnitude dos erros aleatérios afetando o
experimento. Os experimentos de maior precisdo sdo aqueles cujo desvio
padrdo € menor. Observe que um experimento preciso (o pequeno, erros
aleatérios pequenos) ndo, necessariamente, € um experimento exato (x
préximo do valor verdadeiro); a presenga de erros sistematicos pode afastar

todos os valores x; do valor verdadeiro.

Note que nas equacgdes (2) e (3), os desvios dependem inversamente do
numero de medidas N e, portanto, tendem a se reduzir quando N aumenta.

Esse comportamento parece indicar que podemos aumentar a precisdo do

3 Se o intervalo considerado for (¥ — 20, % + 20), a probabilidade é de 95,5% e se for
(x —30,%x + 30), & de 99,7%. Portanto, se um valor x; estiver fora da faixa de +30, é
extremamente provavel que, durante essa medida, tenha acontecido um erro grosseiro
ou sistematico. Nesse caso, é licito excluir o dado do conjunto.
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experimento sem limites, simplesmente repetindo as medidas, o que é falso.
Temos de lembrar que a precisdo da medida esta limitada pela precisdo dos
proprios instrumentos. Entdo, quando o valor calculado para o, ou para A, é
menor que a precisdo D do instrumento, a incerteza sera dada pelo préprio

valor D:

&I
+
(]

(6)
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Anexo 2: Propagacao de incertezas

Seja z uma grandeza fisica que depende de outras grandezas medidas

comincerteza: x + Ax, y + Ay, ..

A incerteza Az propagada para a grandeza z é:

Az=|Z—§|Ax+|

of

|y +

., relacionada através da fungéo z = f(x, y, ...).

(1)

Aplicando a equacgao (1) para fungbes simples, obtém-se os resultados

de z + Az mostrados na tabela embaixo.

z=f(x,y) Az
Soma z=x+y Ax + Ay
Subtracéo Z=x—-Yy Ax + Ay
Produto zZ=xy xAy + yAx
Produto por uma constante zZ=ax alx
Poténcia z=x" nx"1Ax
x xAy + yAx
Divis&o z== =R
y y
Cosseno z = cos(x) sen(x)Ax
Seno z = sen(x) cos(x)Ax
; log.(e)
Logaritmo de base ¢ z =log.(x) Ax
X
Exponencial z=c* c* In(c) Ax
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Anexo 3: Expressoes para o método dos
minimos quadrados

Seja um conjunto de N pares de dados experimentais (x;; y;), no qual os
valores x; sdo atribuidos a variavel independente e y; a variavel dependente.
Supondo que a relagdo y(x) seja considerada linear, ou seja, y =ax + b, o
método de minimos quadrados fornece os valores para a inclinagao a e o termo
linear b para a reta que melhor se aproxima dos dados experimentais. As

expressoes dos coeficientes da reta e suas respectivas incertezas sao:

_ NExiy)-Ex)Ey) _ Zxi—X)yi (1)
N(Tx?)-(T x;)? X (x;i—x)?
ba= e = e @
, 2y _ A7s ,
b= (ZYL)(ZXL) Cxiy) X x;) — )—1 —ax (3)

N(Zxf)-(Ex)?

)G J% Ay (4)

sendo Ay o desvio padrao do ajuste:

Ay — ’Z(axli:_bz—)ﬁ)z (5)

e as quantidades x e y, as respectivas médias dos conjuntos de dados x; e y;:

XX, o~ _ XLYi
Xx==-ey== (6)



